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ELE 2005: Analise Estratégica de
Investimentos e de Decisdes com Teoria dos
Jogos e Jogos de Opcoes Reais

Teoria dos Jogos — Parte 1.

Marco Antonio Guimaraes Dias,
E-mail: marcoagd@pobox.com

Professor Adjunto, tempo parcial

Rio de Janeiro, 22 Semestre de 2007

Visao Geral do Curso

¢ Tercas-feiras de 18:30 as 21:00 hrs. Sala 448 L.
¢ Pasta com materiais do curso: “xerox dos homens”, Pasta 72
¢ Principais topicos do curso:

® Visio geral da teoria dos jogos (especialmente n&o-cooperativos);

® Recordacio e complemento da teoria das opcoes reais; e

® Teoria dos jogos de opcoes reais. Tema recente (inicio em 1993).
¢ Livros-texto (cobrem apenas parte da matéria):

® Parte de teoria dos jogos: MWG = Mas-Colell, A. & M.D. Whinston
& J.R. Green (1995): “Microeconomic Theory” (espec. caps. 7 a 9);

® OR e Jogos de OR: DP = Dixit & Pindyck (1994): “Investment under
Uncertainty” (dindmica da industria e jogos de OR: caps. 8 ¢ 9).

¢ Avaliagdo e programa: ver a ementa do curso.

¢ Waebsite: http://www.puc-rio.br/marco.ind/ele2005.html

¢ Avaliacio: duas provas. Primeira prova: so teoria dos jogos
(vale 10). Segunda prova: so jogos de opcoes reais (vale 11).




O Que E a Teoria dos Jogos?
¢ A teoria dos jogos modela decisdes interdependentes

entre agentes que se interagem (conflito ou cooperacao).
® Esses agentes podem ser firmas, instituicoes, grupos de
pessoas (coalizdes), paises, pessoas, animais irracionais, etc.
¢ O escopo de teoria dos jogos ¢ bem amplo, sendo usado
em varios ramos das ciéncias sociais, como economia,
mas também ciéncias biologicas (conflito de animais).
® Tem livros s6 com foco em biologia, em direito, financas, etc.

¢ Sendo nosso foco em economia/financas, vamos discutir
a interacao estratégica racional entre firmas ou pessoas.

@ Nio basta pensar qual a melhor decisao para vocé, € necessario
considerar o que os outros agentes podem fazer e também que
eles estio antecipando o que vocé pode fazer otimamente.

= E necessario “calcar os sapatos do outro jogador”, i. é, se colocar no
lugar do outro, ver suas alternativas e ver o que ele sabe sobre vocé.

= Nossa énfase sera mais normativa, i. ¢, como o jogo deve ser jogado.

Mercado em Competicao Perfeita
¢ Num mercado em competiciao perfeita todas as firmas
sao (ou se comportam como) tomadoras de preco e
produzem um mesmo bem homogéneo (commaodity).
® As firmas nio “exergam” uma curva de demanda para
maximizar o lucro ajustando quantidades. Podem produzir
qualquer quantidade que o prec¢o sera o mesmo.

= Para a firma a curva de demanda (q x P) é uma reta horizontal e a
elasticidade da demanda (1) é infinito. O mercado tudo absorve.
= As firmas nio podem ajustar precos para maximizar o lucro, pois
a firma nada venderia com um preco maior e um preco menor
seria sub-6timo, ja que reduziria seu lucro (ou geraria prejuizo).
® Ja a industria “enxerga” uma curva da P
demanda Q(P) ou grafico Q x P.

® E + usada a funcio demanda inversa P(Q).

® O preco de equilibrio num certo instante t
¢ dado pela intersecdo das curvas de
demanda x suprimento da industria:

Equilibrio




Mercado em Competicao Perfeita

# Além disso, nio é permitido as firmas entrar em colusdo
p/ maximizar o lucro ajustando o nivel de producao Q.

# O conceito de industria em competicdo perfeita independe
do nimero de firmas, pode ocorrer até com so6 1 firma.
® O resultado do duopdlio de Bertrand equivale a comp. perfeita.
® Mas dinamicamente uma industria converge da competicio

imperfeita para a perfeita, na maioria dos casos, apenas quando
o numero de firmas cresce p/ uma grande quantidade de firmas.

# O resultado classico (Marshall) mais importante p/ nos é:

® Em competicio perfeita, com livre entrada de firmas, o preco
em equilibrio é tal que o VPL da firma entrante ¢ zero.

¢ O mercado em equilibrio com preco P, é condicional ao

estado da demanda e da oferta da indudstria no tempo t.

® Na parte 4, essa teoria microecondomica classica sera estendida
p/ um modelo dindmico de competicio perfeita. As curvas de
oferta e demanda podem variar e logo o preco sera estocastico.

Estruturas de Competicaio num Mercado

VPL,,.. =0 Tipo de Competicao VPL,,,. >0

Perfeita — \ Imperfeita

» Firma tomadora de preco;
> Decisdo: quantidade a produzir.

. - Duopolio Monopodlio
Oligopolio P P
» Firma tem demanda residual; » Firma vé curva de demanda;
» 1dem duopélio. > Decisdo: quantidade ou preco. > Decisio: quantidade ou preco.
- . . | Estatico Dinamico
Nao-Cooperativo Cooperativo
/N)lusfo: tacita ou coordenada.
Seqiiencial Simultineo Jogos Repetidos
» Modelos de lider-seguidor; /\
» Decisdo: quantidade ou preco.
Bertrand Cournot

Adaptado de “Industrial
Organization”, O. Shy (1995) »Decisdo: preco »Decisdo: quantidade




Competicao Imperfeita e Teoria dos Jogos
¢ A ferramenta neo-classica para analise de competicio
imperfeita é a teoria dos jogos (“game theory™).
® A teoria dos jogos ganhou o Nobel de Economia em 1994 com
Nash (equilibrio basico), Harsanyi (equilibrio com informacao
incompleta) e Selten (equilibrio perfeito em jogos dinimicos).
® Ganhou de novo em 2005 com Aumann (jogos repetidos e
cooperacao) e Schelling (teoria do conflito e do “commitment”).

® Aplicacdes da teoria dos jogos também ganharam o Nobel em
1996 (teoria dos incentivos com informagdo assimétrica) com
Mirrlees e Vickrey; e em 2001 (teoria dos mercados com
informacao assimétrica) com Akerlof, Spence e Stiglitz.
¢ A teoria dos jogos também permite analisar interagdes
estratégicas de cooperacgao entre as firmas.

¢ Do ponto de vista da firma, a teoria dos jogos permite
modelar de forma enddgena os efeitos da competicio e
das oportunidades de cooperacio.

Contribuicoes de Thomas Schelling

¢ Prémio Nobel de 2005, Schelling se diz s6 um usuario da
teoria dos jogos, mas ele deu varias contribuicoes:
® Sua obra classica “Estratégia do Conflito” (1960) deu muita
intuiciio sobre conflitos tais como a guerra fria, como em
outras situacoes de conflito e cooperacio.
® O conceito de “commitment™ criveis: atitudes aparentemente
irracionais de eliminar opcoes para deixar claro que ele sera
obrigado a seguir um caminho, criando uma ameaca crivel.
= Ex.: caso do conquistador espanhol Cortés, que queimava os
proprios navios para deixar claro ao seu pessoal e ao inimigo que
a opc¢ao de recuar seria impossivel. Outro ex.: queimar pontes.
® Coordenacio tacita com o conceito de ponto focal.
= Ex.: um casal marca encontro em New York ao meio-dia, mas
nao especifica o local. Pontos focais: Empire State e Penn Station.
® Deu contribuicgdes a teoria de barganha (1956), especialmente a
discussao de ameacas criveis e nao-criveis (citei na minha tese).




OR e Jogos: Teorias Complementares

+ Em jogos de opcoes reais, o problema de maximiza¢ao de
valor da firma que analisa um investimento, deve
considerar a presenca de outras firmas como jogadores:

® Os “players” reagem otimamente aos processos estocasticos
relevantes (exogeno) e as acoes das outras firmas (endogeno).
» Onde “endégeno” significa que depende do nosso controle timo
e “exogeno” niao depende (entra como restricio na otimizacio).
% A teoria dos jogos € necessaria e entra nas condi¢des de contorno
(principalmente), com consideracdes sobre o equilibrio do jogo.

¢ As teorias dos jogos e de OR sao teorias complementares:

® A teoria dos jogos tradicional sozinha ignora os avancos da
teoria de financas sobre risco-retorno e sobre o valor da
flexibilidade gerencial sob incerteza (op¢oes reais).

® A teoria das opcoes reais tradicional sozinha ignora o fato que
o0 exercicio de op¢des por parte de outras firmas pode alterar o
valor da sua opg¢ao real. Conceitos de equilibrio sdo requeridos.

Teoria dos Jogos: Origens e Conceitos
¢ A moderna teoria dos jogos come¢a com Nash em 1950°s
® O chamado equilibrio de Nash é o conceito mais importante e
mais aceito da teoria dos jogos nao-cooperativos.
» E a base de outros equilibrios (perfeito, Bayesiano, etc.)
= Nash também formulou a mais importante solucio em jogos
cooperativos: a solucao de Nash para jogos de barganha.
= Conceitos antigos como o minimax e maximin (ver_anexo), vem
perdendo o interesse na literatura econémica.
¢ Algumas definicoes basicas de teoria dos jogos.

® Defini-se estratégia s, do jogador i como uma regra de decisio
ou plano contingente completo que descreve as acées a serem
tomadas em cada possivel evoluciao do jogo onde o jogador i é
chamado a jogar. Se a estratégia for deterministica, é chamada
de estratégia pura, se probabilistica é chamada estratégia mista.

® As estratégias dos outros jogadores sao denotadas por s_..

® Um jogo é descrito especificando os jogadores, as regras, os
possiveis resultados e os valores (“payoffs”) desses resultados.




Conceitos Basicos de Teoria dos Jogos
# Os jogos podem ser classificados como jogos de soma-
zero e jogos de soma variavel (esses sao mais relevantes).

¢ Regras do jogo:
® Os lances dos jogadores sdao simultaneos ou alternados?
® Quem joga e quando?
® O que cada jogador sabe (conjunto de informac¢io) na sua vez
de jogar? O que os outros jogadores sabem nesse instante?

® Quais as acdes e planos (estratégias) possiveis?
¢ Resultados e payoffs: para cada conjunto de estratégias,
qual é o resultado do jogo? Quanto vale esse resultado?

@ Na teoria dos jogos tradicional, que em muitos casos analisa as
decis@es de individuos, usa-se a fungdo utilidade esperada.

® Para firmas, a moderna teoria de financas recomenda usar
valores de mercado ou valores de opcoes reais (ativos reais).

® Nos jogos de opcdes reais os payoffs sdo valores de opcdes reais.

Conceitos Basicos de Teoria dos Jogos
¢ Um jogo pode ser cooperativo ou nao-cooperativo:

® No jogo cooperativo é permitido aos jogadores fazerem
acordos entre si. No jogo nao-cooperativo, nao é permitido.

® Jogos niao-cooperativos sao mais adequados para modelar a
competicado no mercado (microeconomia).

® Jogos cooperativos sio mais adequados para modelar
contratos e acordos sociais.

= Jogos cooperativos sio usados para modelar a firma, por ex.

® Jogos nao-cooperativos usam conceitos de equilibrio para
prever o resultado de um jogo.

® Jogos cooperativos muitas vezes usam axiomas para
estabelecer regras de como se deve jogar.
¢ Enfocaremos mais os jogos nao-cooperativos por serem
muito mais usados em economia e financ¢as (em especial
a competiciao) do que os jogos cooperativos.




Representacao Formal dos Jogos
# Os jogos ndo-cooperativos podem ser formalizados e
apresentados em dois formatos (a serem detalhados):
® Na forma normal (ou estratégica), denotada por I'y, com uma
representacio por matrizes para os payoffs dos jogadores;
® Na forma extensiva, denotada por I';,, com uma arvore de jogos.
= Arvore de jogos é uma arvore de decisdo generalizada para
multiplos decisores (os jogadores).
# Os jogos cooperativos precisam de um terceiro formato:
® K preciso considerar a possibilidade de coalizdes, isto é, sub-
conjuntos dos N jogadores. Existem 2N — 1 coalizdes possiveis.

= As coalizdes S — N jogam entre si diferentes tipos de jogos e
internamente possuem uma regra de divisao do payoff ganho.

® A forma coalizéo, denotada por I"(, através da defini¢cio do par
{N; C} no jogo de N jogadores e com funcgéo caracteristica C(S).
= A func¢io caracteristica C(S) representa as possibilidades de

cooperaciio para a coalizio S. K a utilidade total da coalizagio S
(ou riqueza ou poder de S) a ser transferida aos seus membros.

Exemplo na Forma Normal ou Estratégica

¢ Exemplo: jogo do par ou impar com disputa de 1 RS
Estratégias puras

Aok Jogador 2
Estratégias puras 08 ara o 0. 2
para o jog. 1 (impa . P Jo8:
par impar

par 1;0 051
Jogador 1
(par) i 051 1;0

impar 5 / 5 '\

Payoff do jog. 1 Payoff do jog. 2

¢ Veremos que o unico equilibrio do jogo do par ou impar é o
equilibrio probabilistico ou em estratégias mistas: cada jogador
joga “par” com 50% de chance e “impar”’com 50% chances.

¢ Dado um conjunto de estratégias puras S, uma estratégia mista para
um jogador i é uma fun¢io ;: S, — [0, 1], que assinala a cada estratégia
puras, € S, uma probabilidade c,(s)) > 0. A soma dos o p/ todoss; é =1




Jogo do Par ou Impar na Forma Extensiva
# A forma extensiva é mais usada para jogos dindmicos e com
lances sequienciais. Mas pode ser usada também p/ jogos

com lances simultaneos, como no jogo do par ou impar:

Jogador 1

Elipse significa que o

jog. 2 ndo sabe em qual
/ dos dois nés ele esta.
““““““““““ (usa-se tb. reta tracejada)

impar P2

impar

Convenciao payoff:
jog. 1 pediu par

(1; 0) O;1) (0;1) (15 0) | jog. 2 pediu impar

¢ Nos jogos simultineos ou de informagéao imperfeita, usa-se uma
elipse circundando os n6s do mesmo conjunto de informacao.

® Se 0 jogo fosse de lances alternados, o jogador 2 saberia em
que no ele estaria e poderia ganhar $1 com a melhor resposta.

Jogos Dinamicos de Opc¢ao
¢ Jogos dinamicos envolvem seqiiéncias de acdes.
Constitui a maioria dos jogos de opcoes reais.

+ Ex.: jogo de opc¢ao real com duas firmas. Elas decidem
de forma seqiiencial se exercem (E) ou nao exercem (NE)
uma opcao de entrar. Os payoffs sdo valores de op¢oes.

% D, = valor em duopdlio da firma i e M; = valor em monopolio de i.

Firma 1 # Note que na forma normal
nio se poderia capturar a
dindmica do jogo. Por isso é
necessaria a forma extensiva.

¢ Aqui o jogo é de informacao
perfeita, pois a firma 2 decide

NE  sabendo o lance jogado pela

firma 1.

Firma 2
NE E

D3 Dy) (M3 0) (05 M) (05 0)




Forma Normal x Forma Extensiva

+ Duas formas extensivas podem ter a mesma forma normal. Exemplo:
1;2) C D

Firma 1 (CHRV)
B 31 2;4
(2;4)
Reta tracejada: . ~ .
firma 2 nio sabe (1;2) * Note que 0s j0qos sdo diferentes:
em que no esta. C ’

na arvore de cima o jogador 2
sabe o que o jogador 1 jogou.
Precisamos da forma extensiva.

1;2) ) )
e Na arvore de baixo eu estou
Gs 1 usando uma reta tracejada para
dizer que o jogador 2 nio sabe em
que no esta (conjunto de
(2; 4) informacdo com dois nos).

Firma 1

Conceitos Basicos de Teoria dos Jogos
¢ Um jogo ¢é dito de informacao perfeita se cada conjunto

de informacao s6 contém um no de decisdo da arvore.
® Caso contrario € dito de informacg&o imperfeita. Ex.: poquer.
® Ja o0 jogo de xadréz ¢ exemplo de jogo de informacgao perfeita.

¢ Algumas premissas usuais em teoria dos jogos:

® O jogo ¢ assumido ser de memoria perfeita (“perfect recall”), i.
¢, uma jogadora nunca esquece a informaciao que sabia antes
de chegar até aquele estagio do jogo.

® Também se assume conhecimento comum (“common
knowledge”), i. é, cada jogador conhece a estrutura do jogo
(inclusive os valores) e sabem que os outros também conhecem,
que sabem que os outros sabem que eles conhecem, etc.

+ Um perfil de estratégias puras de um jogo com J jogadores
¢ um vetor s = (s,, S, ... ;) em que s, ¢ escolhida pelo
jogador i. Pode ser escrito como (s, s_,) para ressaltar o
ponto de vista de i em relacdo aos outros J — 1 jogadores.




Estratégia Dominante e o Dilema dos Prisioneiros
o Estratégia dominante é uma estratégia que é 6tima para
um jogador independentemente da(s) estratégia(s)
escolhida(s) pelo(s) outro(s) jogador(es) (s_;)-
® Equilibrio com estratégias dominantes ¢ quando cada jogador
possui e joga a sua estratégia dominante. Ex. classico a seguir.

¢ O dilema dos prisioneiros ¢ um jogo classico que ilustra a
nao-cooperacio como equilibrio com estratégia dominante.

® Dois ladroes sao presos e colocados em salas separadas. Para cada
ladrao, o detetive propde que ele confesse o crime e sirva de
testemunha contra o outro. Se um dos ladrdes confessar o crime e 0
outro nao, aquele que confessou sera posto em liberdade e o outro
cumprira pena de 10 anos. Se os dois confessarem, ambos ficarao
presos por 3 anos. Se nenhum dos dois confessarem, a penalidade
sera de apenas um ano. Qual o resultado mais provavel do jogo?

® Note que se eles pudessem se comunicar e fazer acordos criveis de
serem cumpridos, a estratégia cooperativa (ndo-confessar) seria a
melhor para ambos. Sem acordo, s6 ha o incentivo de trair o outro.

O Jogo Dilema dos Prisioneiros

¢ Os payoffs sao “anos de cadeia” com sinal negativo.
Assim, valores mais proximos de zero sao os preferiveis.

Prisioneiro 2

confessa nao confessa
(ndo-coopera) (coopera)
confessa _3:_3
(ndo-coopera) ’ 0; -10
Prisioneiro 1
nao confessa ~10; 0 15 -1
(coopera)

¢ O equilibrio é em estratégias dominantes (um caso
particular de equilibrio de Nash) e ¢ muito comum em
varias situacoes sociais (ex.: a tragédia dos comuns).
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Dilema dos Prisioneiros: O Jogo da Propaganda
¢ Um exemplo de dilema dos prisioneiros na area de
decisao de investimentos é o jogo da propaganda.

® Cenario: Duas firmas concorrentes, Firma 1 e Firma 2,
tém de decidir quanto gastar em propaganda.

@ Estratégias: muita propaganda, pouca propaganda.
® Os resultados sao mostradas abaixo:  Jogador 2

muita pouca
muita 4; 4 1051
Jogador 1
pouca 1; 10 6;6

+ Equilibrio em estratégias dominantes: Nesse jogo, ambas as firmas tém a
mesma estratégia dominante. Dessa forma, o resultado do jogo é (4; 4).

¢ Dilema dos prisioneiros: o equilibrio nao é Pareto 6timo, niio é o resultado
que os jogadores escolheriam se eles pudessem cooperar de forma crivel.

Dilema dos Prisioneiros: Historia e Relevancia
¢ O dilema dos prisioneiros € talvez o jogo mais conhecido
porque é uma situacio que se repete muito em
economia, politica e em outros ramos de conhecimento.
® Apesar de existir ganhos de cooperacio, cada jogador tem um
incentivo de nido-cooperar para qualquer estratégia do outro.
® Um ex. em politica é a corrida nuclear: apesar de construir
bombas ser caro, muitos paises querem evitar a pior situacio
(menor payoff) que seria o outro pais ter a bomba e ele no ter.
¢ O esquema dilema dos prisioneiros surgiu em jan/1950
quando os profs. M. Dresher e M. Flood usaram ele para
criticar o entdo novo conceito de equilibrio de Nash (EN).
® Veremos que o resultado desse jogo é um caso particular de EN
® Eles queriam dizer que o EN nio seria um bom preditor do
comportamento dos jogadores (cooperacio seria mais jogada).
® A estoria original é devido a A. Tucker (1950), orientador de
Nash, que usou a estoria nos debates da época sobre equilibrio.
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Dilema dos Prisioneiros: Exemplos
¢ A Tragédia dos Comuns (Hume, 1739): dois pescadores e um
unico lago tém incentivo de fazer pesca predatéria, embora o
melhor para ambos (Pareto 6timo) seja a pescaria leve:

Pescador 2

Estratégias

Pescaria Leve

Pescaria Intensa

Pescador 1

Pescaria Leve

32,32

28,35

Pescaria Intensa

35,28

30,30

® Se os cidaddes responderem sé a incentivos privados, os recursos
publicos serdo demasiadamente depletados. Além disso, os bens
publicos nio serido providos (ver a seguir) e isso justifica os impostos.
¢ Bens Publicos: contribuicio para uma construir uma ponte:
ninguém contribui se for opcional (que é pior para ambos).

Contribuinte 2
Estratégias Contribui Nio Contribui
Contribui 32,32 28,35
Contribuinte 1
Nao Contribui 35,28 30,30

Caracteristicas e Nomes das Estratégias

Contribuinte 2
Estratégias Contribui Nio Contribui
Contribui 32,32 28,35
Contribuinte 1
Nao Contribui 35,28 30,30

¢ Dominincia de Pareto: nenhum jogador esta pior e pelo menos um
esta melhor. Ex.: (32, 32) Pareto domina (30, 30).
® (35, 28) domina (30, 30)? Nao, pois 28 < 30.
® (32, 32) é dito Pareto Otimo, pois sé se pode melhorar o valor de um
as custas do prejuizo do outro.

¢ Free Rider (beneficio gratis): No caso de (35, 28), dizemos que o
contribuinte 1 esta sendo um free rider, pois tem o beneficio da ponte
mas nada paga por ela.

¢ Externalidade Negativa: o jogador 1 passando de pagante para nio-
pagante gera uma externalidade negativa para o jogador 2, pois
reduz o valor do jogador 2, que arcara com uma maior contribuicao.
Conflito individual x social. Sonegadores prejudicam os pagantes.

12



Estratégia de Melhor Resposta
¢ Seja V.(o, o_,) o valor da estratégia mista o, para o
jogador i quando os demais jogam as estratégias mistas
o_;. A estratégia o, é a melhor resposta de i para o perfil
o_; de J — 1 estratégias mistas dos outros jogadores se:
Vi(o,0_) = Vo;,0_) , para qualquer 6’ € A(S)
® A(S) ¢ o conjunto simplex do conjunto das estratégias
puras S. O simplex ¢ uma extensio do conjunto de
estratégias puras S; que assinala probabilidades a todas

as M estratégias puras disponiveis para o jogador i.
® A definicao de estratégia pura de melhor resposta é similar.
® A estratégia pura pode ser vista como uma estratégia mista
degenerada (prob. = 1 p/ uma estratégia e zero para as demais)
¢ O conceito de melhor resposta é importante, pois sera
visto que o equilibrio de Nash pode ser visto como um
ponto fixo de estratégias de melhor resposta simultanea.

Equilibrio de Nash (1950)

¢ O perfil de estratégias s = (s, s, ... 5;) ¢ um equilibrio de
Nash (EN) em estratégias puras de um jogo se, para todo
jogadori=1,2,...,J, vale a desigualdade:
Vs, s_,) = Vs, s_,) , para qualquers,’ € S,
® O EN implica que as estratégias que fazem parte desse

equilibrio siao simultaneamente as melhores respostas para
todos os jogadores. Esse ¢ um resultado fundamental.

@ Dessa forma, nao ha incentivo para nenhum jogador desviar
desse equilibrio, unilateralmente. Ex.: dilema dos prisioneiros.

® Para saber se é equilibrio de Nash, basta fazer a seguinte
pergunta a cada jogador separadamente: mudando a sua
estratégia voce ficaria melhor (aumentaria V,)? Se as respostas
de todos os jogadores forem negativas, entdo é um EN.

® A definicio de EN para estratégias mistas é similar a apresentada.

® Para se testar se o perfil 6 ¢ EN, basta testar desvios de o para as
estratégias puras s. Se nao houver incentivo para desviar, ¢ é EN.
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Equil. de Nash: Jogo Batalha dos Sexos

¢ Uma versao do jogo classico da batalha dos sexos é:
® Um casal tem de decidir o que fazer na sexta-feira a noite.

® Eles concordam em ir ao cinema, mas ele prefere assistir
um filme de acio e ela prefere assistir um romance.

® Ir ao cinema sozinho ¢ o pior resultado (menor utilidade).
® As utilidades sao mostradas abaixo. Quais os EN do jogo?
= Dica: ver as melhores respostas simultineas dos jogadores.

ELA

Resposta:
Acao Romance | Os EN em estratégias puras
sao dois: {acido; aciao} e
Aciio Z;T 0;0 {romance; romance}. Tem

um EN em estratég. mistas
que é jogar uma estratégia
com probabilidade de 2/3
Romance 0;0 52 e a outra com prob. 1/3.

- Ver slides seguintes.

ELE

Batalha dos Sexos: Solucao em Est. Mistas
¢ Sejam T, e 7, as probabilidades com que ele e ela,
respectivamente, escolhem “filme de aciao”.

¢ O payoff esperado dele (Payoff,) sera dado por:
2, m,+A-n)(1-m)=n,3n,—1) +1-m,
¢ O payoff esperado dela (Payoff,) sera dado por:
nm+t2d-n)(1-n) =n,3xn,-2)+2(1~-m=w)
¢ Curvas de reacio das firmas 1 e 2 (deriva e faz = 0):
® OPayoff,/0n, =0=3 1, — 1 = n, = 1/3 = qualquer =, é timo se &, = 1/3

® Se ela joga mt, < 1/3, por ex. &, = 0, Payoff, = 1 — w, = 6timo: w, = 0;
@® Se ela joga nt, > 1/3, por ex. &, = 1, Payoff, = 2 n; = 6timo,: ,; = 1, etc.

0 caso 7z2<% 0 caso 7r1<%
7, =1 qualquer valor entre 0 e 1 caso r, = % 7, =4 qualquer valor entre 0 e 1 caso z, = %
1caso 7, >% 1 caso 7r1>%
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Batalha dos Sexos: EN em Estratégias Mistas

%)
Curva de reacéo dela
1 >
Equilibrios

de Nash com _|
estratégias
puras

Curva de reacéo dele

1/3 Equilibrio de Nash
\/com estratégias

mistas.
!

2/3 1

¢ Equilibrios em estratégias mistas: trés, sendo um niao-degenerado,
que ¢ ele jogar “acdo” com 2/3 de probabilidade; e ela jogar

“acao” com 1/3 de probabilidade (= ela joga “romance” com 2/3).

@ Esse caso resulta: {acido; acdo} tem probab. 2/3 x 1/3 =2/9 de ocorrer;
{romance; romance} tem 1/3 x 2/3 = 2/9; e irem sozinhos, probab. = 5/9.

Topicos em EN em Estratégias Mistas
¢ O valor de uma estratégia mista ¢é o valor esperado dos
“payoffs” das relevantes estratégias puras randomizadas.
® As probabilidades das estratégias mistas sio resultados da analise
de equilibrio. Elas ndo sdo exdgenas (estimativas de estados da
natureza) e nem advindas de preferéncias dos jogadores.
= Elas foram calculadas maximizando payoffs simultaneamente.

=» Essas probabs. siio tais que fazem o outro jogador ficar indiferente
entre jogar as suas diferentes estratégias puras relevantes.

® Nem sempre as probabilidades de estratégias mistas sdo intuitivas
ja que ndo refletem caracteristicas individuais e sim estratégicas.

@ A anailise grafica anterior é viavel para o caso de dois jogadores
com duas estratégias cada. Mas pode-se usar métodos analitico ou
numéricos p/ obter os pontos fixos de melhor resposta simultinea.

® Se ha miltiplos EN em estrat. puras = ha EN em estrat. mistas
com a randomizacio dos EN em estratégias puras.
¢ Nesse exemplo tivemos trés equilibrios de Nash (EN).
@ Muiltiplos EN: qual deles é o mais provavel ou recomendavel?
® Veremos alguns refinamentos de EN que reduz o n° de equilibrios.
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Exercicio sobre Estratégias Mistas
¢ Mostre que o jogo do par ou impar com disputa de 1 R$
(ver inicio da parte 1) tem apenas um unico EN em
estratégias mistas que é jogar c* = (1/2 ; 1/2), onde o 1°
termo ¢ a probabilidade do 1° jogador jogar um n° par e
0 2° termo ¢ a probabilidade do 2° jogador jogar n° par.
® Verifique que o EN em estratégias mistas ndo-degeneradas tem
a propriedade de fazer o outro jogador ficar indiferente entre
0 que jogar.
® Dica: sigua os passos do jogo Batalha dos Sexos. Verificar que
s0 existe um ponto de cruzamento nas correspondéncias de
melhor resposta (cruzamento = simultaneamente melhor resp.)
¢ Mostre que o EN seria exatamente o mesmo (1/2 ; 1/2)
se em vez de “disputa por R$ 1” fosse “aposta de R$ 17, i.
¢, se nos payoffs onde esta “zero” fosse “—1”.

® Nesse formato, o jogo do par-ou-impar corresponde ao jogo de
soma zero “matching pennies” dos livros da lingua inglesa.

Competicao Internacional e Subsidios
¢ Embraer x Bombadier no mercado de jatos executivos

® Suponha que sem subsidios para a Bombadier, a matriz
de payoffs para a fabricacio de um novo modelo de jato é:

Bombadier
Desenvolve Nao Desenvolve
Desenvolve -10; -10 m;ﬁ
Embraer
Nao Desenvolve 0; 100 0;0

¢ Ou seja, dois EN em estratégias puras (e um EN em
estratégias mistas). Na pratica, existem os riscos de ambos
desenvolverem o jato e terem prejuizo, ou nao investirem.
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Mercado de Jatos Executivos com Subsidios

¢ Agora suponha que o governo do Canada da § 20 de
subsidio para a Bombadier para desenvolver jatos
executivos (ex.: taxas de juros abaixo do mercado).

® A nova matriz de payoffs mostra a mudanca do EN:

Bombadier
Desenvolve Nao Desenvolve
Desenvolve -10; +10 1005 0
Embraer
Niao Desenvolve 0; 120 0;0

¢ Ou seja, o subsidio fez com que a estratégia investir (desenvolver
o projeto de jato executivo) se tornasse estratégia dominante para
a Bombadier. O tnico EN é a Bombadier sozinha no mercado.

Competicao com Projetos de P&D
¢ Mesmo com apenas duas firmas no mercado
(duopolio), a competicao pode ser muito intensa.

¢ Em industrias maduras, é freqiiente a competicdo em
precos através de inovacoes de reducao de custo.
® O gasto em P&D para reduzir custos pode nao ser Pareto

0timo para as firmas, mas freqiientemente ¢ a estratégia
dominante para ambas as firmas (dilema dos prisioneiros):

Firma 2 » A estratégia de P&D nesse
P&D Nio-P&D |contexto cria barreiras de
entrada para novas firmas

— interessadas nesse mercado.
] P&D | 20510 40 -10 » Ocorre mais se a demanda
Firma 1 € mais elastica com o preco.
— » Uma alternativa ao P&D
Nio-P&D | —10; 30 30520 (nfio analisada) é reduzir
custos com ganhos de escala.
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Jogos Repetidos: Cooperacao é Possivel

¢ No dilema dos prisioneiros foi visto que {cooperar;
cooperar}, mesmo sendo Pareto 6timo, nao é equilibrio.
® No entanto, foi assumido que o jogo é jogado apenas uma vez.

+ Existem casos em que o0 jogo pode ser repetido pelas
firmas e o resultado {cooperar; cooperar} pode ser EN.
® Com a repeticiio, cada firma pode criar reputacio sobre o seu
comportamento e aprender sobre o comportamento dos rivais.
= Ocorre no caso de poucas firmas, com demanda e custos estaveis.
+ Estudos experimentais tais como “torneios de repetidos
dilema de prisioneiros”, mostra que a estratégia “tit-for-
tat” (retribuicao/retaliacio) pode sustentar a cooperac¢ao

® Tit-for tat: estratégia é cooperar no instante inicial e continuar
cooperando enquanto o outro coopera. Retaliar (nao cooperar)
se 0 outro niao-coopera. Voltar a cooperar se o outro o fizer.

® Teoremas populares (“folk theorems”) para jogos repetidos
infinitamente, mostram que a cooperacao pode ser EN.

Equilibrio de Nash (EN): Notas

¢ O conceito de equilibrio de Nash (EN) pode ser
intepretado e usado de varias maneiras:
® Normativo: aconselhar todos os jogadores. O conselho tem de

ser equilibrio no sentido de ter relativa estabilidade, ndo sendo
o0timo para um jogador ganhar mais ao nao seguir o conselho.

= EN é melhor resposta simultinea e ndo ha incentivo em desviar.
® Predicao: Num processo dinAmico de ajustes, o EN pode ser
interpretado como um ponto estavel. Muito usado em biologia.
® Sustentabilidade: é um acordo “self-enforcing” (de auto-
cumprimento), pois nio precisa de ajuda externa para manter
ao ser do proprio interesse de cada jogador seguir o EN.

¢ O conceito de EN ajudou a deixar claro a distincao entre
jogos nao-cooperativos e jogos cooperativos:

® Em jogos cooperativos ha acordos que podem ser forcados (em
tribunais, contratos, etc.) Em jogos ndo-cooperativos niao ha tais
mecanismos = s6 resultados de equilibrios sdo sustentaveis.
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Software Para Jogos na Forma Normal
¢ Um dos programas disponiveis na internet para resolver

jogos na forma normal é um applet Java que fica em:
http://www.gametheory.net/Mike/applets/NormalForm/NormalForm.html
@ Existe também uma versao em portugués (link na pag. acima).

® O applet acha os equilibrios para jogos de 2 jogadoras com até
4 estratégias puras (matrizes até 4 x 4) e estratégias mistas s6
para o caso de matriz 2 x 2. Ver abaixo o ex. batalha dos sexos.

® Ele permite carregar alguns exemplos classicos ja prontos:

Column Player 2
" v Example Games gl
I 200 100 B B Pick one of the following games
. 7 3 100 200 to have the payoffs automatically
filled in for you.
Battle of the Sexes
Edit The pure strategy equilibria are Game of Chicken
Clear (AX],
Examples &Y Game of Assurance
Number of Strategies Strictly dominated strategies: None Matching Peninies
Row —r Column - Weakly dominated strategies: None [ —
2 iife -] Mixed Strategy Equilibrium:
Avisa; janela do minisplicativo
Pr(A) = 0.6667, Pr(X)=0.3333

Software Mais Geral de Teoria dos Jogos
¢ O software Gambit é um software mais geral que

resolve jogos na forma normal e na forma extensiva.

® Mesmo na forma normal, permite mais de dois jogadores
e ¢ menos limitado que o anterior. Escrito em C++, tem

interface amigavel para Windows. Ultima versio jan/2007.

® Webpage do Gambit: http://econweb.tamu.edu/gambit/

= Inclui links para download e documentac¢io (com arquivos
de exemplos). Exs. de janelas (formas normal e extensiva):

File Edit View Formai Tools Help File Edit Yww Formst Tools Fsip
“0eEd@ 828 ¢ LG8 & 22 OWE 2 40BN 88 ¢ A0Q8 =22 OWE &
8 s | . #a
[u ] o E st

B & s - | | Ak

e R T4 - L me
I're ilibria by weumeratm of mee “in e T

ENEIEEI = =
v FE
| ol
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Jogo Interno de Quotas na OPEP
¢ Na planilha jogos da OPEP.xls (aba “quotas”) podemos
analisar o caso do jogo interno de quotas na OPEP.
® A OPEP estabelece quotas de producio maxima para seus
membros de forma a que os precos fiquem num certo range.
® Com excecio da Arabia Saudita, frequentemente os membros
da OPEP derespeitam essas cotas. O grafico ilustra isso:
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Jogo Interno de Quotas na OPEP
¢ No artigo do grafico anterior, os autores argumentam
que a Arabia Saudita tem um comportamento de
“produtor swing”, absorvendo as variacées de demanda.
® Mas em 1986 ela inundou de petréleo o mercado, usando as
quantidades de Cournot como estratégia de punicao aos paises
que vinham derespeitando as cotas (desviando da cooperacio).
% Veremos que em jogos repetidos, as estratégias de puni¢io podem
ser usadas para sustentar um equilibrio cooperativo.
¢ Dados mais recentes também mostram que so6 a Arabia
Saudita nao esta produzindo acima de sua cota.
® Os outros paises estao produzindo no limite (ou muito perto)
da sua capacidade de producio. S6 a Arabia estaria abaixo.
¢ Por que os outros paises teriam incentivo para desviar
da cooperacio (desrespeito as quotas)?
® Veremos que (sem puni¢io), cooperar nao é equilibrio de Nash
(EN); desviar é que é EN no jogo estatico simultaneo.
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Jogo Interno de Quotas na OPEP
¢ Imagine que um dos paises da OPEP (que nao a Arabia
Saudita) esta analisando se vale a pena produzir acima
da sua cota (de forma discreta, sem anunciar isso).

® Podemos imaginar um jogo simultineo entre esse pais versus
os outros paises da OPEP, ilustrado na forma normal abaixo:

Demais Paises da OPEP
Producao = Quota Producao > Quota
Producao | Lucro « Lucro Luc.ro . Lucro un'l
i _ normal 2 normal muito ¢ pouco acima
Um pais — Quota menor do normal(?)
da OPEP —
N Lucro um Lucro Lucro
Producao| Lucro ¢ . . . .
bem alto 9 pouco abaixo| abaixo do % abaixo do
> Quota do normal normal normal

¢ Assim, o unico EN nesse jogo ¢ um pais desrespeitar as cotas e os
demais cumprirem as cotas. Ver planilha p/ o exemplo numérico.

Precos e Curva de Demanda Inversa

A curva de demanda de um produto relaciona precos com a demanda.

Preco mais baixo tem maior demanda e preco alto tem menor demanda.

No duopélio, as firmas tém como dado uma funcio demanda
inversa p = f(Q,): o preco do produto ¢é funcio da producio da
industria Q, = q, + q,. As estratégias das firmas sio q, e q,.

Ver os graficos das curvas de demanda exponencial e linear (planilha).
Nas figuras aparecem duas curvas de demanda, uma delas elevada
refletindo uma economia aquecida (vermelha) e a outra mais baixa,
refletindo um desaquecimento do consumo (curva azul).

Curva de Demanda Linear

Curva de Demanda Exponencial el
1200 P=Y=25.Q ——Y = 1000
= =0.1.G 1000
1000 4 e —k— ¥ =500
——¥ = 1000 B0
- 00 i
& Y
2, 600 7 8o 500
£ . & nw‘ 216
400 o
200 4 200 125
184 12 68 [}
[} 0 ; + -
[ 5 10 15 20 [ 5 10 15 20
Produgio da Indistria (Q) (em milhares) Produgdo da Indistria (Q) (em milhares)
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Jogo de Cotas da OPEP com Dois Paises
¢ Em muitos casos podemos analisar o conflito de dois
competidores usando analise simplificada.
¢ Imagine o mercado de petroleo com os produtores
sendo a firma 1, a firma 2 e o resto do mundo.
® Assim, a producio da industria ¢ Q= q, + q, + .-
¢ Seja uma curva de demanda linear dada por:
PQp)=a-b(Qp) = a—b(q; +d;+ qey)-
® Que pode ser re-escrito como:
PQp)=(@-bq.y)-b(q+q) =
=pQp=2a"-b(q; +q,)
® Assim, desde que se mantenha a producao do resto do

mundo constante, bastaria ajustar o parametro a da
funcdo demanda. Mas essa é um abordagem simplificada.

% A rigor, se mudar q, e/ou q,, q,., Poderia se ajustar otimamente.

Jogo de Cotas da OPEP com Dois Paises

¢ Seja o seguinte jogo de quotas da OPEP (planilha
jogos da OPEP.xls , aba “quotas”) com demanda linear
residual dada por p=a - (q, + qy), onde:
® o = 100; B =5; as producdes sio q, (Arabia) e q, (Venezuela),
que podem produzir s6 as cotas ou acima. Sejam os custos
unitarios ¢, = 12 $/bbl (Arabia) e c, = 20 $/bbl (Venezuela).
® As cotas estabelecidas sao 8 milhoes de bbl/dia para a Arabia
Saudita e 2 milhoes de bbl/dia para a Venezuela.

® Caso esses paises nio respeitem as quotas, eles iriam produzir
um montante 25% acima das quotas: 10 MM bbl/d para a
Arabia Saudita e 2,5 MM bbl/d para a Venezuela.

¢ Calcule o EN desse jogo considerando que a escolha da
quantidade produzida pelos paises ¢ simultanea.
® Calcule também os precos do petroleo em cada possivel resultado.

¢ Se o mercado ficar mais aquecido e a demanda subir

(fazendo o = 120). Qual o0 novo EN? Por que mudou?
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Jogo de Cotas da OPEP com Dois Paises

¢ No primeiro caso, a planilha destaca o EN e mostra os
resultados de payoffs (em milhdes US$/dia), precos:

Venezuela
Quota: Quota +0,5:
2 25

& Quota:
'g 8 3040 ; 60,0 2840 ; 688
8 prego = 50 USHbhbI prega = 47 5 USH/hbl
8 | Quota+2:
.'E 10,0 280,0 ; 400 2550 ; 438
< prago = 40 USEbhbl prego= 37 5 USE/hbl

Convengdo na Matriz Acima: D = Equilibrio de Nash

¢ Analisando o jogo vemos que ambos os paises tém uma
estratégia dominante. A estratégia da Arabia Saudita é
sempre cooperar (produzir so as cotas) e a da Venezuela
¢ sempre trair a OPEP (produzir acima das cotas).

® Aqui a Arabia sempre coopera por puro interesse proprio!

Jogo de Cotas da OPEP com Dois Paises

¢ No exemplo numérico anterior os precos estiveram na
faixa de 37,5 a 50 US$/bbl. Veremos agora o que ocorre
se a demanda estiver mais aguecida (o = 120):

Venezuela
Quota: Quota+05:
2 25

g Quota:
'g 8 4640 ; 100,0 4440 ; 1188
8 prego = 70 US§/bbl prego = 67 5 USH/bbl
& | Quota+2:
.'E 10,0 4800 ; 800 4550 ; 938
< prego = B0 US§/hbl preco = 57 5 US§/hbb

Convengéo na Matriz Acima: D = Equilibrio de Nash
+ Vemos que ambos 0s paises tém estratégias dominantes,
mas agora para ambos os paises essa estratégia ¢ sempre

nao-cooperar (produzir acima das cotas).

@ Note que obtemos um esquema de dilema dos prisioneiros: o
melhor para ambos (Pareto 6timo) seria obedecer as quotas!

23



Jogo de Cotas da OPEP com Dois Paises

¢ A mudanca de EN ocorreu porque agora, com a maior
demanda (o = 120), a producio extra obtém precos
maiores e a Arabia passa a ter incentivo de nido-cooperar.

® Como ¢ praxe de jogos nao-cooperativos, a cooperacio pode
emergir como resultado apenas se for equilibrio.

® Em jogos repetidos, a cooperacio da OPEP pode emergir se os
membros usarem estratégias de punicio (sera visto).

¢ Exercicio 1: mostre que para uma demanda intermediaria
com o = 114,5 existem dois EN em estratégias puras.

¢ Exercicio 2: seja o caso original (com a = 100, etc.), mas
tendo a Venezuela um custo bem maior ¢, = 38 $/bbl.

® Mostre que nesse caso o unico EN ¢ {cooperar ; cooperar} e
esse equilibrio também é em estratégias dominantes p/ ambos.

— O resultado desse jogo depende da demanda, custos, etc.

® Discutiremos agora modelos de escolha 6tima de quantidades
(Cournot) de um range continuo de possiveis quantidades.

Competicao por Quantidades em Duopolio

¢ Duas firmas dividem um mercado geografico de um produto.

¢ Equilibrio de Cournot (1838): simultaneamente e de forma
independente os jogadores escolhem as quantidades, e o
preco ¢ tal que o total ofertado é igual a demanda.
® Veremos que o resultado de Cournot é um EN tinico para esse jogo
em que as estratégias sao quantidades escolhidas simultaneamente.
® Curva de reacio de Cournot: especifica a produciio étima de uma
firma em funcio das possiveis producdes da outra firma.
¢ Equilibrio de Stackelberg: sequencialmente, em dois estgios,
uma firma (lider) estabelece sua producio e depois a outra firma

(seguidor), observando o lider, estabelece a sua prépria producio.

® A producio e o lucro no modelo de Stackelberg sio maiores para o
lider e menores para o seguidor (vantagem de jogar primeiro). O
lider maximiza o lucro dado a curva de reaciao do seguidor.

® Iremos ver depois que esse resultado ¢ um EN perfeito em subjogos
para o jogo seqiiencial em que as estratégias sio quantidades. Mas
ele tem problemas de consisténcia temporal: ndo é EN se o jogo
continuar apés a entrada do seguidor (ha incentivo p/ desviar).
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Monopolio com Demanda Linear

¢ Dada a relacao 1-1 entre preco e quantidade estabelecida
na curva de demanda, um monopolista pode escolher ou
preco ou quantidade a produzir, mas nio ambas.

+ O monopolista ira maximizar o lucro seja usando o preco
ou usando a quantidade como variavel de controle.

¢ Seja uma curva de demanda linear (a mais usada) dada
por p =a—b Q. Assuma que o custo fixo do monopolista
¢ zero e o custo variavel é c. O lucro do monopolista é:
eny=pQ-¢cQ =>ny,=@-bQQ-¢cQ=(@2-¢)Q-bQ?
¢ Para maximizar o lucro usa-se a condi¢ao de 1° ordem

(CPO): 01y, /0Q = 0 (checar a de 2* ordem: ’m,,/0Q* <0).

® Os valores obtidos (quantidade, preco e lucro, respectiv.) sdo:

a—c a+c (a—c)’
= T, =—
2b Pu=73 O 4p

qu =

Duopolio com Competicao de Cournot
¢ Agora considere o duopolio. Se o custo operacional (fixo
+ variavel) de cada firma ¢é C,(q;), as funcées lucros sao:
T, = q p(Qp-Ci(q) e 7w = q, p(Qp) — Cy(qy)
¢ Seja uma curva inversa de demanda linear (por ser mais
simples, é a mais usada), onde os precos sio dados por:
PQp)=2a-bQ; = p(Qy) = a-b(q,+q,),
comq,;>0;q,>0;eaebtalquep>0
+ Se o custo fixo € zero, a fun¢ao lucro da firma i (1 ou 2) é:
T =qa-qb(qtq)—¢q = q@-¢)—q;b(q+q,)
® Onde ¢, é chamado de custo operacional variavel da firma i.
¢ Define-se curva de reacdo da firma 1 em relagao a
producio da firma 2, q,*(q,), como a correspondéncia de
melhor resposta da firma 1 para cada estratégia q,.

@ A intersecdo das duas curvas de reacio, q,%(q,) e q,%(q,), ¢ 0
ponto em que temos melhor resposta simultinea = ¢ EN!
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Curvas de Reacao em Cournot
¢ A curva de reacao da firma (jogador) 1 da a melhor
resposta (, a cada possivel estratégia q, da firma 2.

q,

Solucio de Monopdlio (s6 firma 1 produz)
. /

Curva de Reacio q,%(q,)
Producio q, equivale a

Competicido Perfeita
(firma 1 nio produz)

a—c¢
1 qd,

¢ A curva de reacido da firma 2 é similar (troca os eixos dos X com
os dos Y). Girando um dos graficos (para que os eixos coincidam)
poderemos ver o cruzamentos das curvas (= EN), ver slides:

Curvas de Reacao em Cournot
¢ A curva de reacdo da firma (jogador) 2 da a melhor
resposta (, a cada possivel estratégia q, da firma 1.
—
4, Girando = g
b z
a—c, Curva de Reacio q,*(q,) ..;
2b 2
74 q =G 5
b 2b
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Curvas de Reacao e EN em Cournot
¢ O cruzamento das curvas de reacio ¢ o ponto em que
temos melhor resposta simultinea = EN.

Curva de Reacdo q,%(q,)

EN-Cournot

/

Curva de Reacio q,*(q,)

a-—c, a-c, q,

Competicao de Cournot em Duopolios

¢ Seja a fun¢do demanda linear: p(Q,) =a—b Q,

# Para calcular a curva de reacéo (melhor resposta) de

cada firma, temos um problema simples de otimizagao,

que usa a condicido de 12 ordem (CPO): on,/0q; = 0.

® Seja o caso geral de custo operacional C,(q;). Por simplicidade

assuma que 0*C;/0q;> = 0 (funcio linear, tem custo variavel e
um custo fixo constante) e 0C;/0q; = 0 p/ i # j (a producio da
firma i nio influencia o custo da firma j). A CPO é dada por:

- i)
50 g+ a—blg+ q) Ba;
. a—bg— ,_a—bg—
I =7

¢ Para obter as quantidades em equilibrio (EN-Cournot), basta
substituir a curva de melhor resposta de uma na da outra, i.é, obter

q,*(q,%) e q,*(q,*). O par {q,*(q,%); q,%(q,*)} € EN (prox. slide):
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Competicao de Cournot em Duopolios
¢ O EN-Cournot ¢ o par {q,*(q,*); q,*(q,*)} dado por:

802 (g2 ) dC1(q) 9C1(q1) 8Ca(ga)
a -+ —2 a-+ 2
kok dga g1 # ok dq1 L
= q1(92) b g2(91) 35
¢ Seja o caso com custo fixo igual a zero. As funcoes

reac¢ao, os lucros, precos e as quantidades em EN sao:

Func¢oes melhor _a-¢,— bgq, _a-¢,— bq,
resposta (rea¢io): 4(4,) = 2b %) = 2b
Funcdes Lucro — (a-2c +¢c;)° ‘ —_— (a-2c, +c)°
em EN-Cournot: v 9b * 9b

. a+c, +¢
Preco em EN-Cournot: Pexec = 3 — bQy ™ = %
Quantidadesem EN . .. a-2¢, +¢, sowy o a—2¢,+¢
(estratégias em EN): 4(4:) = 3b 4.(q) = 3b

=» Assim, quanto menor o seu préprio custo e maior o custo do oponente,
maior o seu lucro e a sua producio no EN-Cournot (como esperado).

% Como a > ¢;, 0 preco em EN ¢ maior que o custo médio das firmas.

Exercicios sobre EN-Cournot

¢ O que ocorre se uma das firmas investe em P&D para
reduzir custo para ter maior competitividade em
quantidades (Cournot)?
® Diga o0 que ocorreria na curva de rea¢do, no lucro de cada

firma, nas quantidades em equilibrio e no preco.

¢ Resolva o problema anterior (sem custo fixo), mas com
custo variavel quadratico: c,(q;) = q;%

¢ Resolva agora com o custo variavel linear anterior, mas
com custo fixo f;> 0 e com q; > 0.




Exemplo Numérico: Competicao por Quantidades
¢ Considere uma curva de demanda inversa linear, dada pela
equacio: p = 30 — Q. (ver planilha duopolio_sob_certeza.xls)
® Por simplicidade, seja o custo variavel igual a zero, ou, de
forma alternativa, considere p a margem de lucro operacional.
¢ A fun¢io lucro w; da firma i ¢ a margem vezes as vendas:
T =pq = 30-Qpq;
® Na competicéo perfeita, as firmas irdo produzir até a margem p
cair a zero (logo, produzirio q,=q,=15=Q;=30=p=0);
® No monopolio, a unica firma escolhe Q p/ maximizar o lucro
(derivada do lucro & em relagdo a produgdo=0= Q,=15); ¢
® Colusédo é quando as firmas se juntam e agem como monopolio

¢ Vimos que no duopdlio onde as estratégias simultaneas
sao quantidades, o equilibrio de Cournot é o EN do jogo.

® A curva de reacdo da firma i é obtida pela maximizacfo Or,/ dq, =
0, que da as curvas de melhor resposta q; = f(q;) p/ cada jogador.

® O cruzamento dessas curvas é 0 EN de Cournot (ponto fixo).

Duopolio: Varios Possiveis Resultados
¢ Para entender os possiveis equilibrios, serao plotadas as curvas
de reacdo das duas firmas, i. €, as funcées melhor resposta dos

dois jogadores dada as estratégias das outras firmas.

Lucros Margem
Equilibrios Firma 1 Firma 2 Unitéria P
Colusfio 112,5 112,3 15
Stackelberg 112,5 56,25 7.5 (%)
94 Cournot 100 100 10
e Competitivo 0 0 0
Curva de Reaciio da Firma 2 . R
b e (*) Margem depois da entrada do seguidor.
/ (vale para Cournot ¢ Stackelberg) Antes da entrada do seguidor a margem do
lider ép=30-15=15= lusio.
Equilibrio de Stackelberg ider é p =30 — 15 =15 = margem da colusio
/ Equilibrio Competitivo Lucro=m, =(30-Q) q;
15 7
y i Equilibrio de Cournot | Margem =p = 30 — QT |
7.5 Curva de Reac¢iio em
Uma solugig’ & Cournot, Firma 1
de Colusido
Curva de "
Contrato ;

15 10 15 30 q2
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Cournot em Oligopolios: N Firmas
¢ Seja o caso de oligopolio com N firmas (N > 1) com
decisdo simultinea competindo em quantidades
(Cournot). Considere as N firmas homogéneas (mesmo
custo unitario c) e demanda linear (custo fixo = 0).

® A producio de cada firma e a producio total da industria em
EN-Cournot é (basta resolver para 1 firma homogénea):

a-—c NG —¢)

% =4S Sonb Q, =2q, 1= NaDb
® O preco de equilibrio no mercado (“market clearing price”) é:

+ N -¢’
- 2T ¢ Ja o lucro de cada firma é: n, = % =bq’

N +1 (N+1)7%b
® Agora podemos ver o que ocorre no mercado quando N — o :
a—¢ .
i = lim =c
l\}l—l)noo QT - b Nl—>oc p

® Que sio os resultados do caso de competicdo perfeita sem custo

de entrada para producao e preco (= custo marginal; lucro = 0).

Oligopolio de Cournot em Fusoes & Aquisicoes
¢ Para ilustrar o caso de N firmas em Cournot, imagine
um mercado petroquimico com 4 firmas homogéneas.

¢ Uma onda de fusoes e aquisicoes fez com que o mercado
fosse reduzido de 4 para 2 firmas, também homogéneas.
® Assuma que existam barreiras de entrada de produtos de

firmas estrangeiras devido a custos de transporte e tarifas
alfandegarias, de forma que so essas firmas competem.

= Isso é realista no Brasil apenas dentro de certos limites de precos.
¢ Assuma que a curva de demanda do mix de produtos é
linear e dada por p = 180 — 8 Q, onde p = preco do mix
de produtos e o custo médio unitario é ¢ = 70 $/unidade.
® Determine os precos, quantidades e lucros em equil. de Nash-
Cournot antes e depois das fusées. Quem ganha e quem perde?

® Agora considere que as fusdes permitiram uma reducio de
custo unitario para ¢ = 60 $/unidade. Quais sdo os novos
precos, quantidades e lucros? Use a planilha oligopolio.xls.
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Oligopolio de Cournot em Fusoes & Aquisicoes
¢ Os resultados do caso de fusoes sem reduzir custos sao:

Inddstria Cada Firma
Preco Qr T i )
Antes | 920 1100 | 242,00 | 275 60,50
Depois | 1067 9,17 336,11 4,58 168,06

¢ Assim, as firmas ganharam com as fusoes, mas em
detrimento da renda dos consumidores (maiores precos).

¢ Os resultados do caso de fusdoes com reducao de custos sao:

Industria Cada Firma
Preco QT T a; )
Antes 92,0 1100 | 242,00 2,75 60,50
Depois | 100,0 10,00 | 400,00 5,00 200,00

® Ainda assim os precos subiram, embora menos que o caso anterior.

¢ Qual seria a reducio de custo necessaria para que os
precos ao consumidor nio aumentem? R: ¢’ = 48 $/unid.

Analise de Fusoes e Aquisicoes e Exercicios

¢ O caso anterior nao ¢ nenhuma critica ao caso recente
no Brasil, ja que o proprio governo pode ter interesse
nas fusdes para viabilizar a sobrevivéncia a longo-prazo
da industria petroguimica nacional (emprego, impostos).

¢ Na pasta 72 coloquei uma lista de trés exercicios
resolvidos do curso de microeconomia da PUC-Rio do
Prof. Joao Manoel Pinho de Mello.

® Os exercicios sao também sobre analise de fusoes usando
conceitos da teoria dos jogos.

® Material tem também no site do Prof. Joao Mello em:
http://www.econ.puc-rio.br/jmpm/cursos/Microll.html

® Nessa lista, a funcio custo nio ¢ linear e sim quadratica.
¢ Procurar resolver os exercicios sem ver as respostas!

® No exercicio 3 vocé notara que o custo das firmas em fusio tb.
teriam de ser muito reduzidos para o consumidor nao perder.
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Competicao de Curto-Prazo: Quantidade x Precos
¢ A competicao de curto-prazo com quantidades (Cournot)
supode que o preco resulta do balanco oferta x demanda.

® K como se existe um leilio do produto. Mas quem ¢é o leiloeiro?

® Parece mais natural as firmas escolherem pregos no curto-prazo.

¢ A primeira tentativa de modelar a competicio por precos
foi de Bertrand (1883), na critica ao livro de Cournot.
@ Ele argumentou que seria mais provavel que a competicao
entre as firmas fossem em prec¢os e nio em quantidades.
® Mas quando uma firma pensa em reajustar precos, deve levar
em conta que a outra firma também pode reajustar o preco.

= Ex.: a IBM tem de decidir que preco cobrar de seus “personal
computers”, levando em conta a rea¢ao das rivais Dell e HP.

= O que diferencia a competi¢ao de precos dos casos de monopolio e
competicdo perfeita, em que essa interacio estratégica nio existe.

® Veremos o modelo classico de Bertrand de duopélio simétrico.
= Esse modelo de duopdlio leva a resultados de competicdo perfeita.

Duopolio de Precos de Bertrand
¢ Como em Cournot ¢ um jogo simultdneo de curto-prazo,
mas as estratégias de Bertrand sio precos p; € S; = [0, ).
® Encontraremos um equilibrio de Nash totalmente diferente!
# As premissas fundamentais do duopélio de Bertrand sio:

1) As firmas vendem o mesmo produto (produto homogéneo) e sé
tém custos variaveis que sio iguais ¢, = ¢, (firmas homogéneas);

2) Se uma firma cobrar um preco menor que a rival, ela obtera
toda a demanda do produto e terd capacidade de atendé-la; e

3) Cobrando precos iguais, cada firma leva a metade da demanda.

@ A premissa critica ¢ a segunda, pois supde ndo haver restricao

de capacidade, podendo uma s6 firma atender todo o mercado.

¢ Para calcular o(s) EN-Bertrand do jogo, note que numa
competicio “guerra de precos”, o preco tem dois limites:
@ Limite inferior é o custo c: néo é 6timo p < ¢ (teria prejuizo); e

® Limite superior é o prego de monopolio p,,: 6timo p/ 1 firma.

= Pois € razoavel supor que os lucros sio tais que 0 <7, + m, < ,,.
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Duopolio de Precos de Bertrand

¢ Para determinar o EN temos de tracar as curvas de
reacao das duas firmas, pois o preco 6timo da firma 1
depende do prec¢o cobrado pela firma 2 (ver grafico):

Funciio Melhor R. 1§ o
i P‘:s‘"" ! ® Se a firma 2 joga p, < ¢, a melhor

- resposta da firma 1 é p, = c.
PT(PQ)

! > Precos menores dariam prejuizo e

i precos maiores nao venderiam nada.
i ® Se a firma 2 jogar p, € (¢, pyl, 0

i melhor é jogar p, apenas um pouco
menor que p, e ter todo o mercado.
[0

» Precos iguais dividiriam o mercado e
precos maiores nao venderiam nada.

|
|
1
|
i
(1} C

M P,

Demanda da firma 1 [ Q(p,)

(descontinua): oy =P @Seafirma2 jogar p;, > py, 0 melhor ¢

0y ) = { =, sep,=p,  jogar p; = py e ter todo mercado.
Problema: 0 sep >p, > Preco pldtal l()lue Pm <P:<P; terlia todo
N[péx o= (0 -¢) q,(p, P,) o mercado tb., mas com menor lucro.

Duopolio de Precos de Bertrand
¢ Como as firmas sio homogéneas, o problema ¢ simétrico
em relacdo a reta de 45°. Assim, plotando no mesmo
grafico a curva de melhor resposta da firma 2, p,*(p,):

¢ O unico ponto de cruzamento,
i. €, melhor resposta simultanea,
¢ o ponto {p, =c¢; p, =c}, que é
o unico EN-Bertrand.

¢ Assim, o unico equilibrio de
Nash é cada firma escolher um
preco igual ao custo marginal.

® Logo, no EN-Bertrand o lucro
operacional de cada firma ¢ zero.

® O resultado equivale ao do obtido
no caso de mercado perfeito, mas
com apenas duas firmas!
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Os Paradoxos de Bertrand
¢ O fato da presenca de apenas mais uma unica firma ser
suficiente para passar de monopdlio para competicao
perfeita com firmas tendo lucro zero é dificil de acreditar.
® Isso é chamado de paradoxo (classico) de Bertrand.

¢ Um outro paradoxo é por que uma firma entraria nessa
industria se o lucro operacional é igual a zero?

® Além disso, suponha que existe algum custo fixo de entrar no
mercado ou produzir. Entao se uma firma entrar (monopélio)
a outra firma nio ira entrar (pois nao pagaria o custo fixo).

= Logo, mesmo um pequeno custo fixo (de producio ou de entrada)
€ barreira suficiente para o mercado ser um provavel monopélio!

¢ Um paradoxo relacionado ao classico é que o preco de
equilibrio independe da quantidade de firmas no mercado.

® No caso de N > 2 firmas homogéneas competindo em precos
(Bertrand), mostra-se que o unico EN ¢é todos jogarem p, = c.

Solucoes dos Paradoxos de Bertrand
¢ A 12 proposta de solucio p/ o paradoxo de Bertrand foi
de colocar restricoes de capacidades (Edgeworth, 1897).
® A premissa de que reduzindo um pouco o pre¢o se obtém todo
0 mercado ¢ muito forte na maioria dos casos. Exemplo:

= Imagine uma pequena cidade com dois hotéis. Como o nimero de
quartos é fixo por hotel, uma guerra de precos nio teria logica
pois um hotel nao poderia absorver toda a demanda.

% Com restricio de capacidades, passa a ser 6timo um preco p; > c.
¢ Produtos diferenciados: outra solucio é que os produtos
das firmas geralmente nao sao totalmente homogéneos.
® Por ex., a firma que vende um software nio tem restricao de
capacidades, mas geralmente tem alguma diferenciacao: p; # p,
¢ Dinamica da competicdo e/ou incerteza na demanda.

® As firmas geralmente nlo se encontram apenas uma vez no
mercado, como assume o modelo. Elas jogam jogos repetidos e
existe a ameaca de punicéo que pode levar a cooperacio p, > c.
% Incerteza na demanda também pode levar a p; > ¢ (livro do Shy).
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Dois Estagios: Cournot + Bertrand = Cournot
¢ O paper classico de Kreps & Scheinkman (1983) mostra
o caso em dois estagios em que as firmas escolhem
capacidade (Cournot) no primeiro estagio e entao
seguem uma competicao de precos de Bertrand.
® O primeiro estagio pode tanto ser visto como o de investimento
em capacidades como o de acimulo de estoques.
= Em muitos casos é um estagio necessario antes de ir ao mercado.
® No segundo estagio as quantidades nao podem alteradas (logo,
restricao de capacidade) e as firmas escolhem precos.
¢ Eles mostram que o resultante equilibrio de Nash (perfeito
em subjogos, a ser visto) é os jogadores escolherem as
quantidades e os precos iguais ao de Cournot em 1 estagio!
® Os autores concluem que “Com premissas brandas sobre a
demanda, o Unico equilibrio resultante é o de Cournot”.
¢ Modelos de Cournot, Bertrand, etc., sio mais detalhados
em bons livros de organizacéo industrial (Tirole, Shy, etc.)

Bertrand com Restricao de Capacidade
¢ Considere que as firmas tém capacidade limitada, de
forma que no maximo produzem q,;, = K; € 4 = K»-
® Para a firma 1, se ela jogar os precos para baixo, nio ira obter
todo o mercado e sim k;. Se ela jogar os precos acima, p, > p,, ela
nio perde todo o mercado, pois a firma 2 no maximo produz k,.

® A figura ilustra essa idéia, onde ¢ = custo unitario marginal:
%, .
|y 2, %, @ Digamos que a firma 2 atenda as k,

0,
e,%%% primeiras unidades demandadas.

2 Y, ® A firma 1 tem incentivo p/ desviar

?
de p* = ¢, pois poderia jogar um

p(ky) preco p; > ¢ e obter lucro positivo
(em vez de lucro =0 com p =c¢)
Py = A firma 2 ndo pode “roubar” o
mercado jogando p = ¢, pois nao
p=¢t-——---- ---=----< teria capacidade de atendé-lo.

Qr

kz vendas da firma 1
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Cournot + Bertrand = Cournot
¢ A demonstracio do modelo de Kreps & Scheinkman nao
¢ simples e envolve conceitos ainda a serem vistos.
® Entretanto iremos mostrar a idéia com um exemplo simples.
® Seja um curva de demanda dadapor p=10-Q,ec,=c,=1.
® Usando as equacgoes vistas, a producio em Cournot ¢ ¢, =q, = 3.
¢ No primeiro estagio as firmas investem em capacidades.
® Suponha que por algum motivo tenham escolhidos investir
numa capacidade de produzir a quantidade de Cournot q* = 3.
® No segundo estagio do jogo as firmas iriao escolher precos, mas

com restricao de capacidade. Vimos que nesse caso as firmas
tém incentivos para desviar da escolha classica de pg, (ana = €
® Iremos mostrar que eles escolherao p = p(k; + k,) como EN,
onde k, =k, =3 (= q*), devido a restricio de capacidade.
@ Se no 2° estagio ¢ 6timo jogar um preco p(k, + k,), entao temos
de verificar qual o 0timo no 1° estagio em que se escolhe a
quantidade. Mas isso ¢ exatamente o problema de Cournot ja

visto, i. ¢, de maximizacio de lucro escolhendo quantidades!

Cournot + Bertrand = Cournot
¢ Provaremos que a escolha 6tima de precos no 2° estagio
é P1 = P2 = Pcournot = $4 [pOiS Pcournot = 10 - (3 + 3)]'
® Se a firma 1 atende os 1°¢ trés consumidores, entdo a curva de
demanda residual p/ a firma 2 (apo6s a producio da firma 1) é:
p=10-(q;+q)=>p=10-3+q)=>p=7-q,. Ouq,=7-p.
® So sera 0timo a firma 2 desviar na escolha de preco se isso
aumentar o lucro dela. Sua funcao lucro IL,(p,) ¢ dada por:
O IL(P) =P, 4 — ¢ 4= IL(pP)=p, (7T-p)-1.(7T-p)) =
=>IL(P)=7p,— P’ -7 +p,=>IL(p) =8p,—p,> -7
® Usa-se a CPO p/ maximizar o lucro escolhendo p, JI1,/ dp, = 0:
® JI1,/ 0p,=0=8-2 p, =0 = p, =4, que é exatamente 0 preco
obtido quando se joga a quantidade de Cournot!
= Por simetria, 0 mesmo vale para a firma 1 (ndo é 6timo desviar).

= Intuicdo: precos menores nio aumenta as vendas, s6 obtém
menos receita p/ 0 mesmo q. Precos maiores diminui a demanda e
mesmo com maior margem, o lucro por vender menos ¢ menor.
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Existéncia de Equilibrio de Nash
¢ Existéncia de EN: todo jogo tem pelo menos um EN se:
1) Puder jogar estratégias mistas e se ha um numero finito de
estratégias puras no conjunto de estratégias de cada jogador
® Sendo, 0 jogo do par ou impar e outros tais como o leildo que
todos pagam (“all-pay auction” a ser visto) ndo teriam equilibrio.
2) Caso o jogo s6 permita estratégias puras, a existéncia de
EN s6 ¢é garantida em certas condicdes.
= Por ex., com conjuntos S,, Vi, tendo um continuo de estratégias
(infinitas estratégias, ex.: quantidades no modelo de Cournot).
® Mais precisamente, EN em estratégias puras existe se para
todos os jogadores i, 0 conjunto de estratégias S, é nao-
vazio, convexo e compacto e a func¢iio payoff v,(s,, ... s)) é
continua em (s, ... S;) € quase-concava em s,.
= Sao condicdes suficientes (garante EN), mas niio necessarias.
= Ver apéndices matematicos do livro MWG: M.C.3 (p. 933, funcio

quase-concava); MLF (p.943, conjunto compacto = conjunto
limitado e fechado); M.G (p.946, conjunto convexo).

Existéncia de Equilibrio de Nash
¢ Para provar isso veremos uma definicio alternativa de EN
usando o conceito de ponto fixo de uma correspondéncia.
® Correspondéncia: conceito generalizado de fung¢fo. Associa a cada
ponto x um conjunto de pontos e nio um unico ponto y. MWG: p. 949
® Ponto fixo: Dada uma func¢éo ou correspondéncia f: A - A
(conjunto A nele mesmo), o vetor x € A ¢ ponto fixo de f(.) se:
® x = f(x) em caso de func¢ao e x € f(x) em caso de correspondéncia.
= Ver apéndice matematico M.I, do livro MGW, p. 952.

r

¢ Teorema do ponto fixo de Brouwer: |
® Seja f: S — S uma fungio continua de G
um conjunto nio-vazio, compacto e x
convexo S c R" nele mesmo. Entio b

existe um x* € S tal que x* = f(x*), L. S
¢, existe um ponto fixo x* da funcio f. & :

® Figura: S é o intervalo [0, 1], por ex., 0 X X T
probabilidades de estratégias mistas. Figura: Wikipedia

Tem 3 pontos fixos (corta reta f(x) = x)
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Existencia de Equilibrio de Nash

+ No caso mais geral temos correspondéncias e usa-se o

teorema do ponto fixo de Kakutani:
® Seja @ : S — S uma correspondéncia superior hemi-continua de

um conjunto nao-vazio, compacto e convexo S  R" nele
mesmo tal que para todo x € S, o conjunto @(x) é convexo e
nao-vazio. Entio existe um x* tal que x* € o(x*), i. é, existe um
ponto fixo x* pertencente a correspondéncia ¢(.).

F 3

1

@)

45"

Figura: cepa.newschool.edu

EN como Ponto Fixo de Correspondéncia
¢ EN sao matematicamente equivalentes aos chamados
pontos fixos das correspondéncias de melhor resposta.
® No caso do EN-Cournot, vimos que q,* = f(q,*) e q,* = g(q,*).
Logo, temos um ponto fixo ne EN: q,* = f(g(q,*)) = h(q,*).
® No caso mais geral usa-se correspondéncia, pois mais de uma
estratégia pode ser melhor resposta a uma certa estratégia.
¢ Assim, podemos definir 0 EN também como ponto fixo:
® Seja R(s, s,, ... 8y) a correspondéncia de melhor resposta do
jogador i contra s_;. O perfil de estratégias s = (s, s, ... 8\) €
equilibrio de Nash de um jogo se, p/ todo jogadori=1, ..., N:
$;* = Ry(s,%, 8,%, ... sy¥)
® A equacio acima deixa claro que um EN é um ponto fixo dessa
correspondéncia de melhor resposta. Uma intuicéo:

= Se iniciarmos com um perfil de estratégias que seja um EN e
aplicarmos na correspondéncia de melhor resposta para todo i,
entido permaneceremos fixos nesse ponto (obtém o mesmo perfil).
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Exemplo de Ponto Fixo de Correspondéncia

¢ No jogo “batalha dos sexos” foi contruido um grafico
para determinar o equilibrio em estratégias mistas que
ilustra o EN como ponto fixo de correspondéncias de

melhor resposta.
T
Correspondéncia do jogador 2: wt,*(mw,)

11+

Correspondéncia do jogador 1: &, *(r,)

«\j

1/3 EN em estratégias

\/ mistas: um dos trés

pontos fixos mt,*(n,*)
T

2/3

Pasta 72: Ponto Fixo e Cournot
# Na pasta 72 foi deixado material sobre funcdo hemi-

continua e teorema do ponto fixo para correspondéncias,
com varias figuras ilustrando as condi¢des do teorema.
® Trecho do livro “Game Theory for Economists”, J. Eichberger.
¢ Também foi deixado uma nota de Bergstrom & Varian
(1985) duas analises do equilibrio de Cournot-Nash:
® O efeito da taxaciao nas firmas nos resultados do EN-Cournot,
podendo ter um imposto diferente t; p/ cada uma das N firmas:
% O efeito ¢ equivalente a aumentar o custo variavel c;;
= No EN-Cournot, o preco, o lucro e a producio da industria sio
independentes da distribuicio dos impostos entre as firmas;

=» Mas a arrecadacio de impostos varia. Por ex.: ela ¢ maximizada se t;
€ 0o mesmo V i (distribuicao uniforme), o que parece intuitivo.

® O efeito do numero de firmas na fun¢ao bem-estar da
sociedade e na maximizacio de lucro das firmas.

= Com poucas firmas o lucro das firmas tem mais peso; com muitas
firmas o bem-estar social (excesso do consumidor) tem mais peso.
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Equilibrio Correlacionado (Aumann)
+ Equilibrio correlacionado (Aumann, 1974) é um conceito
mais geral que o EN, pois o seu conjunto de equilibrios

contém o conjunto de EN em estratégias mistas.
® A definicio ¢é similar a de estratégias mistas, mas inclui como
parte do equilibrio (nfo é exogeno) o espacgo de probabilidades
(espago amostral @ + medida de probabilidade) e os conjuntos
de informacéo de cada jogador (uma particio P; de Q).

= Nessas condigoes sio especificadas distribuicdes de probabilidades
de sinais externos que sio correlacionados com as estratégias e
que servem para coordenar estratégias dos jogadores.

= Esse equilibrio ¢ um caso especial de EN Bayesiano (a ser visto).
® A idéia é que existem sinais publicos que sdo observados por
ambas as jogadoras e isso permite que elas se coordenem: se
uma segue o sinal publico, entdo é 6timo p/ a outra tb. seguir.

® Permitir tal correlacio pode ser importante na pratica pois os
agentes econdomicos observam varios sinais publicos.

MATERIAL
ANEXO

Os anexos nos materiais do curso contém slides que
reforcam os conceitos tedricos e/ou apresentam
exemplos adicionais que nao serao discutidos em
sala de aula, mas que podem ser uteis para um
melhor entendimento de conceitos apresentados.
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Historia Resumida da Teoria dos Jogos
¢ Veremos de forma resumida os principais fatos historicos.
® Em 1913, Zermelo estabelece o 1° teorema da teoria dos jogos;

® Década de 20: Borel deu a 1* formulacio moderna para estratégias
mistas e achou a solucio minimax; von Neumann provou o famoso
teorema minimax usando o teorema da separacio do hiperplano.

® 1944: von Neumann & Morgenstern publicam o 1° livro de T. dos J.

® 1950-1953: Nash publica seus famosos papers, com os conceitos de
equilibrio de Nash em jogos nao-cooperativos e a solucao de Nash em
jogos cooper. de barganha. Inicia a era moderna da teoria dos jogos.

® 1960: Schelling publica seu famoso livro “The Strategy of Conflict”.
® 1965: Selten publica o paper sobre equilibrio perfeito em sub-jogos.
® 1967-68: Harsanyi publica papers sobre equilibrio Nash-Bayesiano.
® 1972: Maynard Smith publica paper sobre eq. evolucionario estavel.
® 1994: Prémio Nobel em Economia para Nash, Selten e Harsanyi.

@ 2004: Prémio Nobel em Economia para Aumann e Schelling.

@ Para muito mais detalhes historicos, ver na internet:
= http://www.econ.canterbury.ac.nz/personal pages/paul walker/gt/hist.htm

Exemplo de Cournot: OPEP x Nao-OPEP

¢ Esse exemplo (e outro da OPEP a ser visto) é retirado do
livro do Dutta (Strategy and Games), publicado em 1999.

® Assim, a analise foi feita no contexto de baixos precos do
petroleo na década de 90, quando sobrava petroleo no mercado.

¢ Considere o jogo de quantidades no mercado de petroleo
em que temos dois jogadores: OPEP e Nao-OPEP.

® E uma aplicacéo do resultado de Cournot. Assuma a seguinte
curva de demanda linear: P(Q,)=a-b (Qp)=a—-b (qy + qy)
= Onde q e qy sdo as produgdes da OPEP e Nao-OPEP, respectivamente.
= Note que o paradmetro “a” da o pre¢co maximo dessa fungio. No
livro o autor colocou a = 65 ($/bbl) refletindo os baixos precos da
época (em dez/98 o petroleo chegou a ficar abaixo de 10 $/bbl).

= Ele usou b = 1/3, de forma que a demanda é: P = 65— 1/3 (qy + qy)-
@ Assuma que (naquela época) os custos unitarios de produgdo da
OPEP e Nao-OPEP sio, respectivamente de 5 e 10 US$/bbl.

= Hoje esses custos seriam bem maiores. Depois iremos colocar
valores mais representativos da atualidade para ver o que ocorre.
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Exemplo de Cournot: OPEP x Nao-OPEP
¢ Os lucros dos dois jogadores (receita — custos oper.) siao:
® O lucro da OPEP é: ;= q [65—-1/3 (o + qu)] — 5 qps

® O lucro Nao-OPEP é: my = qy [65—-1/3 (q, + q)] — 10 qy
# As curvas de reacao (melhor resposta) sao obtidas com a CPO
(Omy/0q = 05 e Omy/0qy = 0) p/ maximizar esses lucros e sdo:

qo(qy) =

ay(q,) =

180 — q,

2
165 - q,
2

se qy <180 (e zero caso contrario)

se q, <165 (e zero caso contrario)

¢ O cruzamento dessas curvas (retas) — ou substituindo
uma na outra — chega na solucio de Nash-Cournot.
@ Com a solugio q*, e q*y, € facil obter o preco e os lucros:

Quantidades | Preco (US$/bbl) | Lucro (MM $/d)
OPEP 65 (MM bbl/d) 26,67 1.408,3
Nao-OPEP | 50 (MM bbl/d) 26,67 833.3

Exemplo de Cournot: OPEP x Nao-OPEP

¢ A planilha jogos da OPEP.xls permite (re)calcular o jogo.
® Sabemos hoje que os custos subiram muito em relacio a
década de 90 (~ 2 a 3 vezes), principalmente os nao-OPEP.
® Além disso, a curva de demanda é muito mais alta e por isso
0 preco maximo esta muito acima de 65 (ja bateu em 79).
® Vamos re-calcular o jogo usando os dados: a=130; b=1;e
custos marginais unitarios cy = 12 $/bbl e ¢y = 30 $/bbl:

Quantidades | Preco (US$/bbl) | Lucro (MM $/d)
OPEP 45,3 (MM bbl/d) 57,33 2.055
Nao-OPEP | 27,3 (MM bbl/d) 57,33 747

¢ Embora a soma das producdes estejam proximas do ano de
2007 (~ 72,4 MM bbl/d), estao ~ invertidas as producoes.

@ Existem restricoes de capacidade nao-consideradas aqui. Além
disso, s6 a OPEP tem algum comportamento estratégico. Os
paises Nao-OPEP se comportam como tomadores de precos.

=» O modelo de Cournot ndo se adapta bem nesse caso.
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Forma de Coalizao & Jogos Cooperativos

¢ Coalizio ¢ quando um grupo de jogadores se coordenam
em torno dum objetivo comum visando ter maior poder.
® Quando sao firmas que deviam competir na economia, ¢ ilegal
ou anti-ético e a coalizdo é chamada de colusédo coordenada.
® Em outros contextos (ex.: partidos politicos numa elei¢iao ou
votando uma lei) nfo ¢é ilegal e (geralmente) nem anti-ético.
¢ Jogos cooperativos em forma de coalizao se dividem em:
® Jogos com utilidade transferivel (TU), em que existe uma regra
simples qualquer de divisao da utilidade em cada coalizio S.

= Também sdo chamados de jogos com “‘side payments” (pagamentos
laterais) e sio mais simples e mais analisados do que os jogos NTUs:

® Jogos com utilidade ndo-transferivel (NTU), em que nio existe
uma regra simples de divisao da utilidade e sim p/ cada S um
vetor s;-dimensional de fung¢oes payoff p/ cada S com s, players.

¢ Veremos um exemplo simples de jogo TU: votacio com N =3

jogadores (= eleitores), para ilustrar a forma de coalizdo.

Jogos Cooperativos TU. Ex: Votacao
+ Seja um jogo eleitoral (cooperat. TU) em que os eleitores
(Jogadores) tém varias possibilidades (candidatos a votar).

® Os eleitores podem se associar, i.é, formar coalizoes (em torno
dum candidato). Ganha a eleiciio a coalizio S que tem mais
eleitores. Seja uma eleicdo com N = 3 eleitores (jogadores).

® Seja a funcdo caracteristica C(S), com a normaliza¢io:

=» “Grande coalizdo” C(N) = 1. Para cada jogador i, C({i}) = 0.

=» Além disso, C(S) =1 se a coalizdo S vencer e C(S) = 0 se S perder.
® A forma de coalizdo no jogo TU especifica {N = 3; C(S)}, onde:

{ 0 se #S<2
C®) =
1 se #S > 2
¢ Esse tipo de jogo tem grande relevancia em sociologia,
mas menos importancia em economia.

¢ Em termos de jogos cooperativos, os mais importantes p/
a economia sao os jogos de barganha cooperativa.
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Jogos Estritamente Competitivos & Soma Zero

+ Jogos de soma fixa (de payoffs) sao chamados de jogos
estritamente competitivos, pois um jogador s6 aumenta o
seu payoff se houver uma reducio no payoff de outro.

® O resultado desses jogos sio sempre Pareto eficiente, pois so se
pode melhorar o payoff dum jogador se piorar o de outro.

® Uma classe particular ¢ a classe dos jogos de soma zero. Mas
muitos autores chamam os jogos de soma fixa de jogos de soma
zero. Aqui usaremos os dois termos de forma intercambiavel.
¢ Jogos estritamente competitivos se tem um “vencedor” e
um “perdedor”. Exs.: xadréz, poquer, futebol, etc.
® Esses jogos tem pouca importiancia em economia, ja que a
maioria dos jogos na economia sio jogos de soma variavel.
¢ Minimax (ou minmax) ¢ um método da teoria da decisao
tradicional para minimizar a maxima perda possivel.

® Também pode ser visto como a estratégia de punir um outro
jogador, minimizando o maximo que o outro pode obter.

Jogos de Soma Zero, Maximin e Minimax
¢ Em jogos estritamente competitivos com 2-jogadores,
minimizar o payoff adversario equivale a maximizar o
seu proprio payoff. Assim, a matriz de jogos pode ter
apenas uma entrada de payoff (do jogador 1), em que:
® O jogador 1 tenta maximizar o seu payoff e o jogador 2 tenta
minimizar esse payoff (= maximizando o seu proprio payoff).
@ Dado o que o adversario esta fazendo, a estratégia de seguranca
do jogador 1 é maximizar o conjunto de seus payoff minimos
(estratégia maximin), enquanto que para o jogador 2 ela ¢ a de
minimizar o conjunto de maximos de 1 (estratégia minimax).
¢ Assim, podemos definir estratégias maximin e minimax:
® O equilibrio do jogo (s*1; s*2) é

Miax Min v, (s,, §,) obtido resolvendo o problema:
s;€S; s, €5, - *
Maximo v, (s,, s,%)
$; €S,
Min Max v, (s,, S ..
€5, s €S, 1615 52) Minimo v,(s,*, s,)
s, €S,
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Estratégias MiniMax & Maximin
+ O teorema minimax de John von Neumann (1928) diz:

@ Admitindo estratégias mistas, a estratégia minimax sempre existe
em jogos de soma zero com dois jogadores e € Unica.

¢ As estratégias minimax e maximin surgiram na analise
de jogos de soma fixa, mas podem ser usadas em jogos de
soma variavel. Mas o eq. de Nash é muito mais aceito.
® Nos jogos de soma variavel, em economia, estrat. minimax so
tem algum interesse como estratégias de punicdo em jogos
repetidos, a fim de forcar a cooperacio dos jogadores.
® O payoff minimax m; é¢ o menor payoff que os rivais do jogador i
podem impor ao jogador i. E uma punic&o mais severa do que o EN.
= O jogador i se defende jogando a estratégia maximin.

¢ Como observa Rasmusen no seu livro de teoria dos jogos:
® Nos jogos de soma variavel, a estratégia minimax é para
sadicos e a estratégia maximin é para parandicos!
® Em jogos de soma zero, a estratégia minimax é p/ neurdéticos
otimistas e a estratégia maximin p/ neuroéticos pessimistas!

Simplex de Trés Jogadores
¢ Em topologia, simplex ¢ um involucro convexo no R".
® No caso de 3 estratégias puras ele é um tetraedro no R3 com 4
pontos: (0, 0, 0); (1, 0, 0); (0, 1, 0) e (0, 0, 1). Ver a figura.
® Os valores sao normalizados: os valores do grafico podem ser
interpretados como percentagens. Assim é usado para
estratégias mistas (probabilidades alocadas p/ cada estratégia).
® Em muitas aplica¢des so interessa o plano eficiente que da o
payoff maximo: plano x, +x, + x; = 1.
= Por isso pode-se trabalhar no R? com esse tridngulo eficiente.

Um 3-zimples. Fonte: Wikipedia
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Curva de Demanda Linear e Lucro
¢ O mercado de um produto qualquer tem uma curva de
demanda p = f(q), onde p é o preco e q a quantidade total
demandada. Suponha uma curva de demanda linear.

p

p=a-—bq

B

q
¢ Assuma que a =16+ c, onde c é o custo unitario do produto
(= margem =p —c) e suponha b =1 (= = 45)
¢ Funcio lucro w é a margem vezes as vendas: T1=(p—c¢) q
Logo,n=(a—bq-c)q=(16-q) q =[r=16q-¢* |

Competicao Perfeita e Monopolio

¢ Na competicao perfeita, as firmas sdo tomadoras de preco e
irdo produzir com margem igual a zero, isto é, p = c . Logo, a
quantidade produzida em competicao perfeita sera:

c=a-bq = a—c=bq > 16=1.q =>|q=16]

¢ No caso de monopdlio, isto ¢, com apenas uma firma no
mercado, 0 monopolista ira produzir de forma a maximizar
0 lucro. Logo a quantidade produzida em monopdlio sera tal
que maximiza o lucro ©1=16 q — ¢*:

2
Condicoes de maximizac¢ao: on =0 e o'n
0 oq?

Z_T‘; =16-2q=0 = Conclusio

2 Competicao produz 16
a(; =—-2 <0 (logo ¢ um maximo) Monopdlio produz 8

<0
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Competicao por Quantidades
¢ Para uma curva de demanda inversa genérica p(Q) com
N > 1 firmas de mesmo custo variavel c e custo fixo =0,
a condicio de primeira ordem (CPO) é dada por:
p’(Q¥) (Q*/N) + p(Q¥) = ¢

® Para N =1 temos o caso de monopolio.

® Quando N — o temos o caso de competi¢cao perfeita com p = c.

® Além da CPO, depois deve-se verificar a existéncia ou nio de
solucéo de canto, i. é, com q; = 0.

¢ Cournot permite também ser visto de forma dinAmica:

® Se um par de estratégias iniciais nido é EN, entfio os desvios
seqiienciais de cada jogador para a sua curva de melhor
resposta dado o que o outro jogou, converge para o unico EN-
Cournot.
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