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Modelagem de Opcoes em Tempo Continuo
¢ Para modelar um problema de op¢ao (ou qq. derivativo)
em tempo continuo, deve-se obter a equacdo diferencial

parcial (EDP) da opcao F(V, t) e suas condi¢oes de
contorno (cc.). Para isso sdo necessarias as ferramentas:
® Lema de Itd que permite escrever as relacdes entre a variavel
de interesse (F) e as variaveis de estado (X, t), onde X é um
vetor de variaveis estocasticas (ex.: valor do ativo basico V e
investimento I), que seguem processos estocasticos especificos;
» O Lema de It permite expandir dF em termos de dX e dt;
» Usa-se o Lema de It6 pois um processo de It6 ¢ continuo, mas nao
¢ diferenciavel no senso convencional (ndo existe dV/dt, por ex.).
® Otimizacio sob incerteza. Exs.: a programacao dinamica sob
incerteza; contingent claims; método integral; e outros.
= Os dois primeiros métodos + o Lema de Itd permitem contruir a
EDP e suas cc. O método integral sera visto depois.

=» D&P: contingent claims é usado para mercado completo e a
programacao dinimica é usada para mercado incompleto.




O Lema de Ito

¢ O Lema de Ito esta para o calculo estocastico, assim
como a expansio de Taylor esta para o calculo ordinario.

@ O termo em (dV)?, desprezado em Taylor, é considerado, pois é
de ordem dt se V for variavel estocastica. Seja a funcio F(V, t):
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Onde f(V,t) é uma funcio que depende do processo estocastico escolhido.
O lema de It6 mostrado é a versao mais simples (1 variavel estocastica).

¢ Ex. (MGB): dV=a Vdt+cV dz,logo (dV)? é:

® (dV)?=a? V2 (dt)? + 2 a o V2dt.dz + c? V2 (dz)?, mas os termos de
ordem (dt)? e (dt)*? (como dt.dz) sdo despreziveis frente ao termo dt

® = (dV)? = c? V2 (dz)%; prova-se que (dz)> = dt = (dV)? = > V2 dt

Prova de que (dz)? = dt
¢ A prova de que (dz)? = dt é dividida em duas partes:
® Primeiro se prova que E[(dz)?] = dt e depois se prova que
Var [(dz)?] = 0. Isso implicara que (dz)? = dt.
o Lembrando que o incremento de Wiener dz = ¢ (dt)”,
® E[(dz)’] = E[g? dt] = dt E[£?]; mas a variidncia de & é por
definicdo igual a 1 (normal padronizada), ou seja:
@ Var(e)= 1 = E[¢?] - (E[e])? = E[e?]-0 = E[&2]=1 =
® Substituindo = E[(dz)?] =dt O
@ Para provar que Var[(dz)?] = 0,
® (dz)? = &2 dt = Var|[(dz)’] = Var[g? dt] = dt*> Var|&?]
® Mas dt? = 0 = Var[g? dt] =0. Var[g?] = Var[g2dt] =0 L[|
¢ Ou seja, embora dz seja variavel aleatoria com distrib.
normal, o seu quadrado (dz)? é deterministico!
= Em geral (dz)" = g (dt)”2 + O{(dt)"} (Ingersoll, 1987, p. 348)




Exemplo de Aplicacao do Lema de 1to
¢ Seja a variavel estocastica P seguindo um MGB:
@ dP = a P dt + o P dz. Sabemos que (dP)? = > P2 dt
¢ Seja uma variavel p dada pela func¢ao: p = In(P).
¢ Prove que p segue um movimento aritmético Browniano
(MAB) e ache a equacao estocastica que descreve dp.
® As derivadas a serem usadas no Lema de It6 sio:
% Op/ot=0; Op/oP =1/P ; *p/oP?=—1/P2.
® Aplicando o Lema de Ito para p(P, t):
edp= (1/P)dP - % (1/P?) (dP)’ =
= dp=adt + cdz — Y% c?dt =
= dp=(a - %o?)dt + cdz
® Ou seja, um MAB com a mesma volatilidade de dP/P, mas
diferentes drifts = dP/P = d(In(P)), i. é, dP/P > d(In(P)).

Lema de Ito para Duas Var. Estocasticas
¢ Sejam V(t) e I(t) dois processos estocasticos de Ito (exs.:
MGSB, reversao, etc.) correlacionados com coeficiente p:
% dV = a(V, t)dt+ b(V,t)dz (ex.:dV =a, V dt+ oy V dz)
» dl = ¢(V,t)ydt+ d(V,t) dw (ex.: dl = o, I dt + o, I dw)
¢ Para 2 var. estocasticas, o Lema de It6 da op¢ao F(V, L, t) é:
® dF =F, dt+F dV+%F  (dV)?+F,dl+%F,, (d)*+F,, (dV.dl)
% Onde os subscritos denotam derivadas parciais (ex.: F, = 0F/0t)
=» Aplicacio: em caso de exercicio da opciao, VPL=V —1
% Processos correlacionados: dz dw = p dt, pois E(g,, . &) = p, etc.

¢ Regras de multiplicacio uteis para usar com o lema de It6:

Multiplicacao dt dz dw
dt 0 0 0
dz 0 dt p dt
dw 0 p dt dt




Lema de Ito para Processos de Poisson
¢ Considere um processo puro de Poisson (saltos) de V
@ Estamos interessados no derivativo F(V, t). Como é dF?

® Se o salto na variavel estocastica V ocorre no intervalo
infinitesimal entre t e dt, a variacio nesse derivativo é:

@ dF =F(V, .t —F(V,t), mas em caso de evento (salto),
V ira saltar para V + VO, onde @ é o tamanho do salto (O
pode ser aleatorio) = dF = F(V + VD, t) - F(V, 1)

® A probabilidade da ocorréncia do salto no intervalo dt é
dado por A dt. Logo, o valor esperado da variacao dF é:

E[dF] s = AAtE[F(V + VO, t) — F(V, t)]
¢ Para o caso mais relevante de processos estocasticos
combinados (difusdo de Ito + saltos de Poisson), basta

aplicar o Lema de It6 para cada processo e somar:
E[dF] i = EldF] i, T E[AF]

saltos

Otimizacao Dinamica Sob Incerteza

¢ Foi visto que um problema de opc¢ao real pode ser visto como
um problema de otimizacido dinAmica sob incerteza
® K “dinamica” pois considera a variavel de estado “tempo”.

¢ Os dois métodos mais usados: Ativos Contingentes
(“contingent claims”) e Programacao Dinamica

® No métoda da EDP, usa-se a condicdo de suavidade (“smooth
pasting”): prova-se (McKean, apéndice sofisticado do paper de
Samuelson, 1965) que é uma condicio suficiente para o 6timo

¢ Ativos Contingentes: usa o conceito de nao-arbitragem

® Montagem de um portfolio livre de risco

® No caso do MGB, nio precisa de saber a taxa ajustada ao risco
¢ Programacio Dinamica: usa a equacdo de Bellman

® Nio precisa de mercado completo, trabalha backwards

® Usa uma taxa de desconto exdgena p (custo de capital!?) para
atualizar os valores otimizados dos cenarios probabilisticos.

¢ Iniciaremos com o método do “contingent claims”




Contingent Claims: Black-Scholes-Merton
¢ A equacao de Black & Scholes & Merton (B&S&M) é
a solucao de uma equacao diferencial parcial (EDP).
@A EDP é a mesma se americana ou européia, se put ou call
® As cc. da EDP é que dizem se put ou call, amer. ou europ.
¢ Para chegar na EDP pelo método “contingent claims”, a
relacio de F com V é dada por um portfélio livre de risco:
= Compra-se uma op¢ao de investimento, ou seja, F

» Vende-se “n” unidades do ativo basico V (unidade de projeto),
sendo “n” (conhecido por “delta hedge”) escolhido de forma a
tornar o portfélio sem risco (mostraremos que n = F,,)

¢ Monta-se as equacoes de retorno desse portfolio no tempo dt
=» Por ser livre de risco, o retorno exigido usa a taxa livre de risco r

¢ Usa-se o Lema de Ito para expandir dF em relagdoa Vet
¢ Usa-se a equacio do processo estocdstico de V para (dV)>
¢ “Algebrando”, chega-se a EDP do derivativo F(V, t)

Método dos Ativos Contingentes: B&S&M

¢ A carteira semriscoé: ®=F—- nV (com uma
escolha conveniente de n para torna-la sem risco)

¢ Num intervalo de tempo infinitesimal dt, o retorno
exigido da carteira sera: r®dt = r (F—n V) dt

¢ Mas o retorno de @ também ¢ a soma algébrica dos
retornos dos ativos componentes da carteira:
® A opcio pode variar (dF) mas nao distribui dividendos

® O retorno de V em dt é a soma do ganho de capital dV
com o dividendo 6 V dt. Assim o retorno da carteira é:

® Retorno da carteira = dF—n (dV +3 V dt)

® Igualando as duas equacdes de retorno da carteira:
r(F-nV)dt = dF—n(dV+3Vdt)

® Agora precisamos de dF: expansao com o Lema de Ito




Método dos Ativos Contingentes
¢ O Lema de It6 para expandir dF, onde F(V, t), é:

dF=F dV+%F,  (dV)?+F,dt

® Agora precisamos de (dV)?, elevando ao quadrado a
equacio estocastica dV=o Vdt+c V dz. Assim:

(dV)? = c? V2 dt (despreza termos em dt de ordem > 1)

® Substituindo na equaciao do Lema de It6, vem:

dF=F dV+%oc?V2F  dt+F,dt

® Substituindo a equacio de dF na eq. do retorno de ©

r(F-=nV)dt = F,dV+%c2V2F, dt+F dt—n(dV+38V dt)

=>r(F-nV)dt=(F,—n)dV+%c?V2F, dt+F,dt-ndVdt

® Mas essa equacio de retorno ser livre de risco tem de
eliminar o termo estocastico dV. Para tal, faz n=F,,

® Algebrando se chega a EDP de Black & Scholes & Merton:
%o*V2F,,+(r-8) VF,-rF= —F,

EDP do Derivativo F(V, t) por Contingent Claims

¢ Assim, a EDP de um derivativo F(V, t) que nao paga
dividendos (F nao tem fluxo de caixa) sobre um ativo basico
V que segue um MGB e gera dividendos continuos 6 é:

% 6?V:F,y + r—8) VF, — rF = —F,

¢ As condicoes de contorno da EDP ¢é que dirido que F é uma opcao
que expira em T, o tipo da opcao (aqui é americana de compra) e
o resultado (payoff) do exercicio da opcio:

Acio de otimizacao é

inserida no modelo

® Para V=0, F@0,t)=0
® Para t=T, F(V,T)=max [V -1,0]=max [VPL, 0]
® Para V=V*, F(V*,t)=V*-1 Condigdes no gatilho V*, onde é
@ “Contato Suave”, F, (V¥ t)=1

otimo o imediato investimento

¢ No caso de op¢io européia de compra, bastam as 2 primeiras cc.

® As duas tltimas cc. dio as condicdes 6timas de exercicio antecipado de F




EDP no Contexto da Opc¢ao Real
¢ Repare (ver segunda cc.) que na expiracao (t=T), a
oportunidade € do tipo “agora ou nunca” e vale
® Maximo entre V — I e zero, ou seja, max. (VPL, 0)
® SO na expiracao vale a regra do VPL (investir se > 0)
® Antes da expiracio, a regra é exercer se V > V* (gatilho)
¢ Essa EDP + cc. (op¢ao de compra americana com o > ()
nao tem solucio analitica (exceto no caso de opcao
perpétua). Mas temos as “opc¢oes” de soluciio tais como:
® Métodos numéricos tradicionais, especialmente o
método das diferencas finitas (ver D&P, cap. 10);
® Aproximacdes analiticas. Existem diversas:
= A mais popular é a de Barone-Adesi & Whaley (ver Hull);

» A de Bjerksund & Stensland (1993) é mais precisa para
tempo de expiracao grande. Ver detalhes na pasta 76,
inclusive para codigo VBA-Excel para F(V, t) e V*.

Grafico da Opcao Real F de Investir em V
¢ Resolvendo a valor da op¢ao real F(V, t), obtém-se graficos F x
V como o abaixo (valores normalizados pelo investimento I).

® Mostrados os valores para diferentes tempos de expirac¢io t
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O Valor e a Curva do Gatilho V*

¢ As duas ultimas cc. sao para o caso de V atingir o
valor de gatilho V*. Lembrar que o gatilho da a
regra de decisao em opcoes: investir jase V> V*

® A terceira cc. é a condicao de continuidade (“value
matching”): s6 diz que em V* se exerce e obtém F=V* — 1
¢ A ultima cc. é a condicio suficiente para o 6timo: a
condicao de suavidade (“smooth-pasting”) em V*.
® Diz que no 6timo a curva da opcao F é tangente a curva
(aqui é reta) do payoff V — I (i. é, tangente a reta do VPL).
¢ O gatilho V*(t) (curva de exercicio antecipado) ¢ muito mais
importante em opcoées reais do que em opc¢oes financeiras.

¢ O grafico da curva de gatilhos V*(t) a seguir mostra a
correspondéncia dos pontos A, B e C da figura anterior para
os tempos de expiracido t de 5 anos, 1 ano e 0 ano,
respectivamente.

Curva do Gatilho: A Regra de Decisao Otima
¢ O grafico abaixo mostra a curva de gatilhos V*(t) para o
mesmo caso do grafico da opcao F(V, t).
@ Note os pontos A, B e C e compare com o grafico anterior.
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Software de Opc¢oes Reais: Timing
¢ Esse software em Excel-VBA resolve o problema
classico de momento 0timo de investir I num projeto
completo V(t), em que V(t) segue um MGB.

® V = valor presente (no inicio dos investimentos) das receitas
liquidas de custos operacionais e impostos.

® I = valor pres. dos investimentos liquidos de beneficios fiscais
® http://www.puc-rio.br/marco.ind/xls/timing-e-97-vba-hqr.xls

¢ Timing usa a aproximacao de Bjerksund & Stensland
para resolver (F e V¥) uma opciao de compra americana.

® Da o valor da opcao F(V, t) com grafico; o valor e a curva de
gatilhos V*(t); e, em caso de ser 6timo a espera, qual a
probabilidade de exercicio e o tempo esperado condicional (a
ocorrer algum exercicio) para haver exercicio. Detalhes:

® http://www.puc-rio.br/marco.ind/timing.html &g {

Método de Copeland & Antikarov

¢ No livro-texto de Copeland & Antikarov é defendida a
seguinte abordagem, baseada num teorema de
Samuelson (1965), que justifica o uso do MGB para V:

® Mesmo que componentes de V (precos, custos, demanda)
sigam processos de reversiao a média, o agregado V ¢ MGB.

® Assim, a idéia é fazer simulacdo dos processos estocasticos
desses componentes (que podem ser correlacionados) e
calcular a distribuicio de valor presente de V na datat+ 1
=» Essa distribuicdo é aproximadamente lognormal e a simulacio
d4a a média e a variancia dessa distribuicio;
= Com a formula de valor esperado do MGB pode-se tirar o
drift a. Tendo a taxa de desconto p setirad=p—a; e
= Com a formula da variancia do MGB e a, se tira o valor da
volatilidade c. Com isso, temos todos os parametros do MGB.
® Copeland & Antikarov usam esse método para resolver o
problema de OR com binomial. Mas podemos usar 7iming.




Programacao Dinamica: Conceitos
¢ A formalizacido da programacao dinamica (PD) nos anos 50 é
devida a Bellman. Zermelo é o “av6” da PD com seu algoritmo
“backward induction” em que analisou o jogo de xadréz (1912).

® PD quebra a seqiiéncia de decisdes em dois componentes: a
decisdao imediata (ex.: investir ou nao) e uma funcdao valor que
engloba as conseqiiéncias de todas as decisées posteriores.

¢ Quando o horizonte é finito (rever exemplos da parte 1)
existe o ultimo instante T para se tomar uma decisio:

® Em T se usa a otimizacao tradicional (ex.: max|VPL, 0])

® A solucdo em T é a funcio valor para a penultima decisdo (T - 1)

® O valor da penultima decisdo vira funcio valor p/ a
antepentltima, etc. Ou seja, se trabalha “backwards” até t = (.

¢ Quando o horizonte é infinito, 0 que poderia parecer
mais complicado na verdade é mais simples:

® Cada decisao leva a outra que é exatamente igual a anterior (i.
¢é, F independe de t), levando a freqiientes solucdes analiticas.

Programacao Dinamica: Exemplo
¢ Seja um caso simples de dois periodos t, e t,:

® Valor do projeto V em t, é incerto, investimento I ¢é fixo;

® No espirito “backwards” da PD, primeiro se analisa a
decisio 6tima em t = t,, depois se usa esse resultado como
funcao valor (atualizado por p) para a decisdo em t,.

@ Em t =t: F, =max{V(t) — L, 0}. Como V(t,) € estocastico,
iremos trabalhar com E[F,| = E[max{V(t,) — 1, 0}]

= Em geral E[max{V(t,) — I, 0}] # max{E[V(t,)] — I, 0}, na
verdade: E[max{V(t,) — I, 0}] > max{E[V(t,)] — I, 0}.

® Em ( = t;: em caso de exercicio obtém-se o “termination
payoff” Q, = V(t)) —I; ja em caso de ndo-exercicio
(espera) se obteria um fluxo de caixa & entre t; e t, (mas
aqui 7, = 0) mais o valor descontado de E[F,], isto é:

F,=max{Q,, =, + 1/(1+p)) E[F,]} =

= F,=max{V(t,) - L, (1/(1 + p)) E[max{V(t,) - L, 0}}




Programaciao Dinamica: Parada Otima

¢ A firma ira escolher a cada instante t a politica 6tima u,
que maximiza seu valor presente esperado dos fluxos de
caixa. Isso resulta na equaciao fundamental de Bellman:

F.(V,) = max{ntw,,ut) T E,[Eﬂ(m)]}
u 1+p

¢ De grande interesse pratico ¢ uma classe particular de
programacao dinamica (PD) em que a escolha em
qualquer periodo € bindria: exercer a op¢ao ou nao.
® Sio os problemas de parada étima (“optimal stopping”);

» “Parada” significa exercer uma op¢ao obtendo o “termination
payoff”’ Q (ex.: VPL de exercicio da op¢ao). Ja “continuar” (ou
ndo parar), significa esperar (nao exerce a opciao);

=» Se escolher “néao parar”, no periodo seguinte havera um novo
problema de decisiio bindrio de parada 6tima, etc., até parar.

® A equacio de Bellman se torna:
KV = méx{Q(Vt), Et(Vt)'Fﬁ Et[Ft+l(Vt+l)]}

Equivaléncia das Otimizacoes Sob Incerteza
¢ O que ocorreria se na equacio de Bellman tomarmos o

valor esperado com probabilidades neutras ao risco e
fizermos o desconto com a taxa livre de risco?

® A resposta sugere que os métodos da programacio dinamica e
de contingent claims devem ser equivalentes se for feita a froca
da tendéncia o por (r — d) e a troca da taxa de desconto p por r

¢ As EDPs do valor da opcao em cada caso seriam para o
problema F(V, t) deduzido antes por contingent claims sao:

® Programacio Dinamica (como chegar? Dixit & Pindyck):
® Contingent Claims: I \4
%02ViF,+(r-8) VF,—rF= —F,

¢ Lembrar o exemplo do seguro, de mudanca de probabilidade (mudar a tendéncia é
fazer uma translacio numa distribuicdo) e uso da taxa de desconto livre de risco!




EDP para Opcao Real Perpétua
¢ Se o tempo de expiracio ¢ infinito, se cai num caso mais
simples, pois o tempo t deixa de ser variavel de estado.
® Postergar uma decisido leva a uma nova opc¢io perpétua;
® Assim, o valor da op¢ao do caso anterior é fun¢io s6 de V;
® A derivada parcial da op¢ao em relagdo ao tempo € zero: F, =0
¢ Assim, a EDP de F(V, t) se torna uma equacgdo
diferencial ordinaria (EDO), F(V), dada por:
%62V2F,y+(@x-3)VF,—-rF=0
® Com o gatilho V* independente do calendario, as trés cc. sao:
© Para V=0, F@0,t)=0
® Para V =V*, condicio de continuidade, F (V¥)=V* -1
® Para V =V*, condiciio de “contato suave”, F, (V¥)=1
# Essa ODE tem solug¢io analitica do tipo F = A VP (cc. 1)

® Onde A é uma constante a achar com as cc. e § sera visto a seguir

Equacao Quadratica Caracteristica
# Substituindo a soluc¢io F = A VP na EDO e simplificando

se obtém a seguinte equac¢io quadratica fundamental:
Be!BB-1D+Ex-8)PB-r =0

® Que tem duas raizes, 3, > 1e 3, <0:

B, = %@ — 86’ + \[(r —3Y6® —U[ +21/c’

B, = %—@ —8)o’ — [ -8y’ —% + 21/’

¢ Assim, a soluciio da EDO é do tipo: F = A, VP + A, VB2
® As constantes A, e A, serdo determinadas com as cc.

= Por ex., no problema do slide anterior, a primeira cc.
implica que A, = 0 (caso contrario F = o0 em vez de F = 0)
® Substituindo a solucio F = A, VP! na segunda e terceria
cc., se obtém a constante A, e o gatilho V* .




Solucao Analitica e Relevancia Pratica
¢ Caso de op¢ao perpétua ou muito longa a EDP vira
uma EDO (F, = 0) que tem solu¢io analitica.
® Patentes (20 anos no Brasil): boa solu¢iao aproximada.

® Desenvolvimento de um terreno urbano.
® Abrir novas lojas de sua griffe.

¢ O valor da opcao F e o gatilho V*, valem:

F=AVh e v* = ——
Onde: A=(V*—1)/(V¥)B!

N

(¢

Exemplo: Terreno Urbano

¢ Suponha que exista um terreno urbano vazio que pode
ser desenvolvido por D = 8§ 2 MM. O imovel construido
teria hoje um valor de mercado de V =§ 2,2 milhées.
® Considere que o preco futuro do imadvel € incerto, e a
volatilidade do mercado de imdveis é de ¢ = 40% aa
® Considere a taxa de juros de r = 10% aa.
® Considere que o aluguel anual que se pode obter com o
imovel V é de 5 = 10% do valor de V
¢ Qual o valor do terreno? Devemos desenvolver hoje ou
esperar por melhores condi¢oes?
¢ O que ocorreria se 0 governo cria-se uma taxa para terrenos
ociosos? Suponha $20.000/ano para esse caso.

¢ O que ocorreria se 0 governo criasse normas restringindo o
desenvolvimento e reduzisse a incerteza no valor V?




Opcao de Desenvolver Terreno
¢ Usando as formulas da solucio analitica de uma opcao
perpétua, temos os valores da op¢ao F e do gatilho V*

_ v sy ffres 1T 2r
Bl_z' 5 +\/|:2 _2}+02 1,72

(¢ ()

B
V¥ = —— D = V* =§ 4,76 milhoes

181_1

A=(V¥=D)/(V¥)h

OBS: D =2 milhoes

F =19 0,73 milhoes
F =4 Vﬁ ! OBS: VPL = 0,2 milhdes

¢ O valor do gatilho diz que para investir hoje seria necessario que o
projeto V valesse mais do dobro do seu custo D (devido a elevado )

¢ O valor do terreno é bem maior que o VPL do investimento imediato

Valor do Terreno (Opc¢ao) x Valor do Imadvel
¢ O grafico mostra a curva da opcio sendo superior a reta do
VPL, sendo que a curva ira tangenciar a reta do VPL em

num valor V/D pouco maior que 2.

Valor Unitario da Opgao F de Desenvolver um Terreno
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06 07 08 09 1 11 12 132 14 15 16 17 18 19 2
Razéo VID

¢ Repare que para V = 2,2 milhées (e logo, V/D = 1,1), o valor do
terreno urbano é bem maior que seu VPL.

¢ Ja para projetos mais lucrativos (V/D maior), o valor de opcio
fica mais proximo do valor intrisico (VPL) do projeto

Razdo F/D




Valor do Terreno: Taxacao
¢ O que ocorreria se 0 governo cria-se uma taxa para
terrenos ociosos? Suponha $20.000/ano para esse caso.
® Isso poderia ser pensado como uma maneira de reduzir o
ganho dos juros no montante do investimento.
® Assim a posiciio de espera em vez de ser remunerada a uma
taxa de juros r = 10% (= $200.000 / ano), passaria a ser
remunerada com r’ = 9% (= $200.000 — $20.000 = $180.000)
® O valor da opc¢ao e o gatilho seriam entio calculados com essa
nova taxa de juros r’.
® Haveria uma reducio no valor da op¢ao de espera e no gatilho

¢ O que ocorreria se 0 governo criasse normas restringindo o
desenvolvimento e reduzisse a incerteza no valor V?

® A reducdo na incerteza, assim como a reducdo do numero de
op¢oes de escala de desenvolvimento (ex.: limitando a altura do
prédio), reduz o valor do terreno, e aumenta a propensao ao
investimento no desenvolvimento

Valor de Opc¢ao de um Terreno

¢ Em caso de uma taxacio na terra ociosa, pode-se pensar que
a espera é remunerada por uma taxa de juros reduzida. Na
figura, ¢ mostrada uma reducio maior dos juros (de 10 para
6%) a fim de ressaltar o efeito.

Valor Unitario da Opcgao F de Desenvolver um Terreno

08 L |— FID(r=10%)
08 1 |— FID(r=6%)
Max. (VPL, 0D

Razao F/D
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MATERIAL
ANEXO

Os anexos nos materiais do curso contém slides
que reforcam os conceitos tedricos e apresentam
exemplos adicionais que nido serdo discutidos em
sala de aula, mas que podem ser uteis para um
melhor entendimento de conceitos apresentados.

Métodos Numéricos: Problemas

+ Estabilidade/ Convergéncia:
® Quando ela converge, nao “explode”

® Instabilidade pode ser causada pelos erros de aproximacio
do computador (se ocorrer amplificaciao)

® Antidoto: é comum fazer transformacgdes logaritmicas
¢ Consisténcia:

® Ser uma aproximac¢io do problema original

® Discretizacio com mesma média e varidncia que ocorre no
caso continuo, para cada passo-tempo

¢ Eficiéncia Computacional: evolu¢io de hardware

=» Muita pesquisa nessa area devido ao mercado
financeiro. Analise de projetos se beneficia.




Métodos de Diferencas Finitas

¢ Método numérico popular: resolve numericamente a
equacio diferencial parcial (EDP)

@ Binomial resolve diretamente da equacio do processo estocastico sem
construir a EDP, mas nem sempre é 0 meio mais pratico (“floresta”)

¢ A EDP é convertida em um conjunto de equacdes de
diferencas e as mesmas sao resolvidas iterativamente

¢ Existem diferencas finitas explicitas e implicitas
® Explicita: problemas de convergéncia se as probabilidades
sa0 negativas (antidoto: At suficientemente pequeno).
»E 0 método mais usado por ser mais intuitivo
® Implicito: conjunto de equacdes simultineas, em alguns
casos demanda mais tempo de computacio

= Tipicamente tem de resolver um sistema de equacées com
matriz tridiagonal. Talvez o mais promissor com recentes
abordagens (método de Crank-Nicholson)

Diferencas Finitas Explicitas
¢ Grid: Espaco de dominio AP x At
® Discretizacao F(P,t) = F(iAP, jAt) =F, ;
OCom0<i<mel0<j<n
% onde m=P_ , /AP e n=T/At

E; = P E, . +p E P E i

i+, j-1

i, j-1

Qi+1,j+1 Dominio P x t

. i, j+l1 t
l’.l

“Probabilidades” p precisam
O i-1,j+1  ser positivas para obter a
convergéncia (ver Hull, por ex.)




