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Modelagem de Op¢oes em Tempo Continuo
¢ Para modelar um problema de op¢ao (ou qq. derivativo)
em tempo continuo, deve-se obter a equacao diferencial

parcial (EDP) da op¢ao F(V, t) e suas condi¢oes de
contorno (cc.). Para isso sao necessarias as ferramentas:
® Lema de It6 que permite escrever as relacées entre a variavel
de interesse (F) e as variaveis de estado (X, t), onde X ¢ um
vetor de variaveis estocasticas (ex.: valor do ativo basico V e
investimento I), que seguem processos estocasticos especificos;
=» O Lema de It6 permite expandir dF em termos de dX e dt;
» Usa-se 0 Lema de It6 pois um processo de Itd é continuo, mas nio
¢ diferenciavel no senso convencional (nfo existe dX/dt, por ex.).
® Otimizacao sob incerteza. Exs.: programac¢ao dinimica sob
incerteza; contingent claims; evolucionario; método integral.

= Os dois primeiros métodos + o Lema de It6 permitem contruir a
EDP e suas cc. O método integral sera visto depois.

» D&P: contingent claims é usado para mercado completo e a
programacio dinimica é usada para mercado incompleto.




O Lema de Ito

¢ O Lema de Ito esta para o calculo estocastico, assim
como a expansao de Taylor esta para o calculo ordinario.

@ O termo em (dV)?, desprezado em Taylor, é considerado por ser
de ordem dt se V for variavel estocastica. Seja a funcio F(V, t):
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Onde f(V,t) é uma funcio que depende do processo estocastico escolhido.

O lema de Itd mostrado € a versao mais simples (1 variavel estocastica).
¢ Ex. MGB): dV=aVdt+ocVdz,logo (dV)?é:

® (dV):=a? V2 (dt)? + 2 a o V2dt.dz + o V2 (dz)?, mas os termos de
ordem (dt)? e (dt)*? (como dt.dz) sido despreziveis frente ao termo dt

= (dV)? = 6? V2 (dz)?; provaremos que (dz)’ = dt = (dV)> =c? V* dt

Prova de que (dz)> = dt
# A prova de que (dz)? = dt é dividida em duas partes:
® Primeiro se prova que E[(dz)?] = dt e depois se prova que
Var[(dz)?] = 0. Isso implicara que (dz)* = dt.
o Lembrando que o incremento de Wiener dz = g (dt)”,
@ E[(dz)’] = E[g? dt] = dt E[£’|; mas a varidncia de & é por
definicao igual a 1 (normal padronizada), ou seja:
@ Var(e)= 1 = E[¢?] - (E[e])? = E[e?]-0 = E[&?]=1 =
® Substituindo = E[(dz)*] =dt O
@ Para provar que Var|[(dz)*] =0,
® (dz)’ = &2 dt = Var|(dz)’] = Var[g? dt] = dt’ Var|&?]
® Mas dt? = 0 = Var[g? dt] =0. Var[e?] = Var[g2dt] =0 [
¢ Ou seja, embora dz seja variavel aleatoria com distrib.
normal, o seu quadrado (dz)? é deterministico!
= Para o caso mais geral (dz", n > 2) ver Ingersoll, 1987, p. 348.




Processo Estocastico da Opcao
¢ Seja V (ex.: ativo basico) seguindo um processo de Ito

(MGB, reversao, etc.). Seja uma funcao F(V, t), por ex.
uma OR, pelo menos duas vezes diferenciavel em relacao
a 'V e uma vez em relacao a t. Mostraremos com o Lema
de Ito que F(V, t) também segue um processo de Ito.

® Sabemos também que a formula (lema) de Ito para F(V, t) é:
2
aF = F gy, L 2F _ @V)? + F 4t
ov 2 v ot

® V segue processo de Itdo: dV = a(V, t) dt + b(V, t) dz. Sabemos
que (dV)? = b*(V, t) dt. Substituindo, vem:

2
6F2 F lat + b(V, t)—Fd
v ot
¢ Logo, como V, a funcio F também segue um processo de

Itd, mas em geral com drift e variancia diferentes.

® Mas os parametros do ativo basico (ex: drift o e volatilidade o,
se V seguir um MGB) aparecem no processo de F.

dF [(Vt)—+1b(Vt)

Processo Estocastico da Opcao
¢ Vimos que se o ativo basico V segue um processo de Ito
dV =a(V, t) dt + b(V, t) dz, entdao a funcao F(V, t) duas
vezes diferenciavel em rela¢iao a V e uma vez em relacgao
a t, também segue um processo de Ito (ex.: op¢ao real):
2
dF = [a(V,t)S + lb (V,t) aasz ‘Zt }dt + b(V, t)—Fd
¢ No termo em dt (de drift da op¢ao F) temos trés parcelas:
@ A tendéncia devido ao drift do ativo basico vezes a variacio de F
com V, que pode ser negativa no caso da put (0F/0V < 0 p/ put);
® A correcio do efeito da convexidade (desigualdade de Jensen); e
® O decaimento do valor F com o tempo (op¢éo finita — 0F/6t < 0).
¢ Note que no termo em dz aparece o termo da variancia do
ativo basico multiplicado pelo delta-hedge 0F/0V.
@ Como o unico termo aleatorio de dV e dF é o mesmo, dz, entao
0s processos estocasticos sao perfeitamente correlacionados.
% A correlagiio é perfeita por construgdo (p =1 ndo é uma premissa).




Portfolio Sem Risco e Delta Hedge

¢ Foi visto em tempo discreto que o delta hedge fazia o
portfolio ficar livre de risco (resultado deterministico).
® Agora veremos que vale tbh. para tempo continuo no caso do
ativo basico V seguir um processo de It6. Seja o portfolio @:
O=F-nV
® Se V segue o processo de Ito dV = a(V, t) dt + b(V, t) dz, vimos
que F também é proc. de Ito: dF = g(V, t) dt + h(V, t) dz, onde
g(V, t) é funcio de a(V, t) e b(V, t); e h(V, t) = b(V, t) IF/OV.
@ Portfélios sem risco devem ter variacoes d® nao aleatorias. Ou
seja, dD = dF — n dV deve ser nio estocastico. Logo:
do =g(V,t)dt+h(V,t) dz—n [a(V, t) dt + b(V, t) dz] =
dd =[g(V,t)—na(V,t) ] dt+ [h(V,t)—n b(V, t)] dz
® Para eliminar o termo aleatério (em dz), basta zerar esse termo
escolhendo n = h(V, t)/b(V, t). Como h(V, t) =b(V, t) IF/OV,
entao substituindo e cortando b(V, t), temos n = 9F/0V.
= Note que ter ou ndo dividendos nio afeta a escolha de n = delta hedge.

Exemplo de Aplicacao do Lema de I1to
¢ Seja uma variavel estocastica P seguindo um MGB:
® dP = o P dt + ¢ P dz. Sabemos agora que (dP)?> = ¢ P2 dt
¢ Seja uma variavel p dada pela func¢io: p = In(P).
¢ Prove que p segue um movimento aritmético Browniano
(MAB) e ache a equacio estocastica que descreve dp.
® As derivadas a serem usadas no Lema de It6 sao:
= Op/ot = 0; op/oP =1/P ; 0*p/oP?=—-1/P2
® Aplicando o Lema de Ito para p(P, t):
edp= (1/P)dP - % (1/P?) (dP)? =
= dp=adt + cdz - %c*dt =
= dp=(a — %o?)dt + cdz

® Ou seja, um MAB com a mesma volatilidade de dP/P, mas
diferentes drifts = dP/P = d(In(P)), i. é, dP/P > d(In(P)).




Ex.: Mudanca de Medida e Martingale

¢ Na parte 3 dissemos que se dV?/V = (r — §) dt + ¢ dz?
entdo o processo descontado F(V,t) =e "t [Vedf] é um
Q-martingale, pois dFQ =e -9t 5V dz? (ndo tem drift).

® Demonstraremos isso aplicando o Lema de Ito p/ F(V, t):
aF = Xavi 1 62':2 @vy + & ac
v 2 8V ot
@ Calculando as derivadas parciais: 9F/9V = e~ ¢ -9 1;
O*F/OV?* = 0; OF/0t = - (r — 8) e " =9t V; e substituindo na
equacio do Lema de It6:
dFQ= ¢ ItV [r—8)dt+cdz?+0-(r—3) e -tV dt
>dFQ=¢ -3tgVdzQ O
¢ Exercicio: partindo do processo de dV na medida real P
(em vez da medida Q), i. é, dV/V = o dt + ¢ dz, onde o0 =
K — O (em equilibrio), mostre com o lema de Ito e o Teor.
de Girsanov que dF é¢ um martingale sob medida Q.

Exercicios sobre o Lema do It6 (1)

# Seja F(V) um derivativo F = V2, onde V é uma variavel
aleatoria que segue um processo estocastico de Ito.
@ Esta certo escrever a derivada dF =2V dV ?
® Caso negativo, esta certo a expressao dF =2V dV + dt ?
¢ No Topico 2 foi mostrado que se P segue um MGB e se
V =k P, onde k é uma constante, entio V também segue
um MGB e com 0 mesmo drift o e mesma volatilidade c.
= Prove isso usando o Lema de Ito.




Lema de Ito para Duas Var. Estocasticas
¢ Sejam V(t) e I(t) dois processos estocasticos de Ito (exs.:
MGSB, reversao, etc.) correlacionados com coeficiente p:
» dV = a(V, t)dt+ b(V,t)dz (ex.: dV=ay, Vdt+o, Vdz)
» dl = ¢(V,t)dt+ d(V,t)dw (ex.:dl=qa,1dt+c;1dw)
¢ Para 2 var. estocasticas, 0 Lema de It6 da opc¢ao F(V, I, t) é:
® dF=F,dt+F, dV +%F, (dV)*+F,dl+%F,, (dI)?+F,, (dV.dl)
% Onde os subscritos denotam derivadas parciais (ex.: F, = 0F/0t)
=» Aplicacio: em caso de exercicio da op¢ao, VPL=V — 1
% Processos correlacionados: dz dw = p dt, pois E(g,, . &) = p, etc.

¢ Regras de multiplicacio uteis para usar com o lema de 1t6:

Multiplicacio dt dz dw
dt 0 0 0
dz 0 dt p dt
dw 0 p dt dt

Exercicios sobre o Lema do Ito6 (2)

¢ Sejam V e I os valores de um projeto operando e do
investimento para obter esse projeto, respectivamente.
¢ Assuma que V e I seguem MGB’s correlacionados, i. é,
Eley .l =p #0.
¢ Seja v o valor normalizado do projeto operando, isto é,
v=V/L
= Deduza o processo estocastico de v usando o Lema de Ito.
= Seja w = Ln(v). Deduza o processo de w usando o Lema de 1to.

® Dica: seguir caminho similar ao de Dixit & Pindyck (p.82)
para o exemplo da multiplicacido de dois MGBs.

® Compare os termos de drifts e de varidncia desses dois casos
(multiplicativo do livro e quociente desse exercicio).




Exercicios de Lema de Ito (3)
¢ Seja V uma variavel estocastica que segue um MGB com
parametros o (drift) e o (volatilidade).

¢ Use 0 lema de It6 para mostrar que V", onde n é um n2
natural, também segue um MGB e com valor esperado:

E[V2(t)] = V(0) Exp[(na.+ % n(n — 1)62) t]

Lema de Ito para m Processos de 1to
¢ Sejam m processos de Itd correlacionados das v.a. x;:

dx; = a,(x, ... X, ) dt + by(x, ... X, ) dz, i=1,...m

1
® Com correlacio sendo expressa por E[dz, dz] = p;;dt

¢ O Lema de Ito é dado por:

dF =‘?—1Lc.’! + Z o dx; +;—122 oF dxdx

ot T dx, T dx; dx;

® Que ¢ mais util escrita na forma expandida, substituindo os dx;
(nota: na traducéo ao portugués do DP na web a equacio
abaixo tem erros, mas o livro esta certo [2? impressao]):

oF

aF R a*F
dF:a_Idt“‘zi:ag(xlv!xm!t)gi dt+ Ezbi(xli"xm’t)&r_fdt_‘_

1 a’F
EZpgbg(xl,.,xm,t) X :

oF
dt+y b(x,.,x_,t)—dz
= &F &C z i(xl xm )&Ci i

I




Alguns Resultados do Lema de Ito

¢ Se X e Y seguem processos de Ito, entdo pelo Lema
de It6 a funcio F (de X e Y ou s6 de X) é dada por:

® Produto: Se F =X Y= dF=XdY+YdX+ dXdY)=>
= dF/F = dX/X + dY/Y + [(dX/X) (dY/Y)]

® Quociente: Se F=Y/X =
= dF/F = dY/Y — dX/X — [(dX/X) (dY/Y)] + (dX/X)?
® Inverso: Se F = 1/X = dF/F = — dX/X + (dX/X)?
® Exponencial: Se F = eX = dF/F = dX + [(dX)?/2]
® Logaritmo: Se F = In(X) = dF = dX/X - % (dX/X)?
® Processo Descontado: Se F =e P X = dF/F = (dX/X) — p dt
»Prova: 9F/OX = e Pt; 9*F/0X?=0; OF/0t=-peP'X ;e
oF 1 0°F oF

aplicando o Lema de Ito: dF = — dX + — dX)? + — dt
Pl 0X 2 8x? @) ot

»Vem: dF =e PtdX -eP' X pdt = dF/F = (dX/X)—-p dtpo

Otimizacao Dinamica Sob Incerteza

¢ Foi visto que um problema de opc¢io real pode ser visto como
um problema de otimizacio dindmica sob incerteza.
@ E “dinamica” pois considera a variavel de estado “tempo”.

¢ Inicialmente veremos os dois métodos do livro DP: Ativos
Contingentes e Programacao Dinamica. Veremos outros tb.

® No método da EDP, usa-se a condicdo de suavidade (“smooth
pasting”): prova-se (McKean, apéndice famoso do paper de
Samuelson, 1965) que é uma condicao suficiente para o 6timo.

¢ Ativos Contingentes: usa o conceito de nao-arbitragem.
® Monta um portfélio livre de risco: retorno r (ndo-arbitragem).
@ Otimizacao (gatilho) nas condi¢des de contorno da EDP.
® No caso do MGB, nio precisa da taxa ajustada ao risco de V.
¢ Programacao Dinamica: usa a equaciao de Bellman.
® Nio precisa de mercado completo, trabalha backwards.

@ Usa uma taxa de desconto exogena p para atualizar os valores
otimizados dos cenarios (taxa p = preferéncia corporativa?)




Contingent Claims: Black-Scholes-Merton
¢ A equacio de Black & Scholes & Merton (B&S&M) é

a solucdo de uma equacao diferencial parcial (EDP).
®A EDP ¢ a mesma se americana ou européia, se put ou call.
® As cc. da EDP é que dizem se put ou call, amer. ou europ.

¢ Para chegar na EDP pelo método “contingent claims”, a
relacao de F com V é dada por um portfolio livre de risco:

= “Compra-se” uma op¢ao de investimento, ou seja, F.

= “Vende-se” n unidades do ativo basico V (unidade de projeto),
sendo “n” (conhecido por “delta hedge”) escolhido de forma a
tornar o portfolio sem risco (mostraremos de novo que n = Fy).

¢ Monta-se as equacées de retorno desse portfolio no tempo dt.
= Por ser livre de risco, o retorno exigido é a taxa livre de risco r.

# Usa-se o Lema de It0 para expandir dF em relagao a V e t.
¢ Usa-se a equacio do processo estocastico de V para (dV)>.
¢ “Algebrando”, chega-se a EDP do derivativo F(V, t).

Método dos Ativos Contingentes: B&S&M

¢ A carteira semriscoé: ®=F—- nV (com uma
escolha conveniente de n para torna-la sem risco).

¢ Num intervalo de tempo infinitesimal dt, o retorno
exigido da carteira sera: r®dt = r (F—n V) dt.

¢ Mas o retorno de @ também ¢ a soma algébrica dos
retornos dos ativos componentes da carteira:
® A opc¢ao pode variar (dF) mas nao distribui dividendos.

® O retorno de V em dt é a soma do ganho de capital dV
com o dividendo & V dt. Assim o retorno da carteira é:

® Retorno da carteira = dF —n (dV +03V dt).

® Igualando as duas equacdées de retorno da carteira:
r(F-nV)dt = dF-n(dV+3Vdt)

® Agora precisamos de dF: expansido com o Lema de Ito.




Método dos Ativos Contingentes
¢ O Lema de It6 para expandir dF, onde F(V, t), é:
dF=F, dV +%F, (dV)*+F,dt

® Agora precisamos de (dV)?, elevando ao quadrado a
equacio estocastica dV =0 Vdt+ oV dz. Assim:

(dV)? = c? V2 dt (despreza termos em dt de ordem > 1).
® Substituindo na equaciao do Lema de Ito, vem:
dF=F,dV+%c2V2F, _ dt+F, dt

® Substituindo a equacio de dF na eq. do retorno de ®:

r(F-nV)dt = F,dV+%c2V2F, dt+F,dt—n (dV +38V dt)

=r(F-nV)dt=(F,—n)dV+%c2V2F, dt+F,dt—ndVdt

® Mas para essa equacao de retorno ser livre de risco tem
de eliminar o termo estocastico dV. Para tal, faz n = F,.

® Algebrando se chega a EDP de Black & Scholes & Merton:
%6?V2F, +(@-08)VF,-rF= —F,

EDP do Derivativo F(V, t) por Contingent Claims

¢ Assim, a EDP de um derivativo F(V, t) que nao paga
dividendos (F nao tem fluxo de caixa) sobre um ativo basico
V que segue um MGB e gera a taxa dividendos continuos 0 é:

%6*V2F,y + r-8)VF, —rF = —F,

¢ As condicoes de contorno da EDP é que dirdo que F ¢ uma op¢ao
que expira em T, o tipo da opcao (aqui é americana de compra) e
o resultado (payoff) do exercicio da opcao:

Acio de otimizacao é

inserida no modelo
® Para V=0, F@0,t)=0

® Para t=T, F(V,T)=max [V -1, 0] =max [VPL, 0]
® “Continuidade”, F (V*, t)=V* -1 Condigdes no gatilho V*, onde é
@ “Contato Suave”, F, (V¥ t)=1

otimo o imediato investimento

# No caso de opcio européia de compra, bastam as 2 primeiras cc.
@ As duas tltimas cc. ddo as condi¢des 6timas de exercicio antecipado de F
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Notas Sobre Essa Eq. Diferencial Parcial

¢ Essa EDP pode ser vista como a equacao do calor da
fisica se usarmos a variavel tempo de expiragdot=T — t
em vez de t, o que implica em F_=— F,. A EDP ficara:

F, = —rF + (r—-8) VF, + %c?V:F,,

’ fonte/reacao ‘ ’ convec¢ao ‘

® Nesse formato (com 6 = 0) Black-Scholes originalmente
resolveu o problema da opc¢ao. Na fisica a c.c. da expiracao T é
no instante inicial (temperatural inicial que varia com o tempo)
¢ Um formato dessa EDP mais interessante para financas
¢ visando interpretar o retorno livre de risco da opcao F:

r F=EQ[dF|/dt = F, +(r-8) VF, + % o2 V2 F,,

® O retorno livre de risco (sob medida Q) de F é a sua variacao
pela simples passagem do tempo mais a sua variacio causada
pelo retorno livre de risco do ativo basico V e mais um termo
para corrigir a convexidade do retorno de F em relacio a V.

EDP no Contexto da Opc¢ao Real Simples
¢ Repare (ver segunda cc.) que na expiracao (t=T), a
oportunidade ¢ do tipo “agora ou nunca” e vale:
® Maiximo entre V — I e zero, ou seja, Max|VPL, 0].
® SO na expiracio vale a regra do VPL (investir se > 0).
® Antes da expiracio, a regra é exercer se V > V* (gatilho).
¢ Essa EDP + cc. (op¢ao de compra americana com J > ()
nao tem solucio analitica (exceto no caso de opcao
perpétua). Mas temos as “opcoes” de soluciio tais como:
® Métodos numéricos tradicionais. Veremos o método
(+ popular) das diferencas finitas (ver tb. DP, cap. 10);
® Aproximacoes analiticas. Existem diversas:
= A mais popular ¢ a de Barone-Adesi & Whaley (ver Hull);

= A de Bjerksund & Stensland (1993) é mais precisa para
tempo de expiracio grande. Ver detalhes na pasta 76,
inclusive o codigo VBA-Excel para F(V, t) e gatilho V*(t).
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Grafico da Opcao Real F de Investir em V
¢ Resolvendo a valor da op¢ao real F(V, t), obtém-se graficos F x
V como o abaixo (valores normalizados pelo investimento I).

® Mostrados os valores para diferentes tempos de expirac¢io t

Valor da Opc¢ao Real F x Valor do Ativo Basico V
0,9 -

0,8 -

= Fll@ T =5 anos A
— Fll@ T=1ano
0.7 {|——FN@T=0ano

06 - = Max. (VPL, 0)/I
05 -
0,4 -
0,3

0.2 - / prémio da
o opcao p/ VI=1.1
' VPL p/ V=11
D.D - T CI T T p T |’
02 04 06 08 1 12 14 16 18
Razao V/I

B

Razao F/l

O Valor e a Curva do Gatilho V*

¢ As duas ultimas cc. sdo para o caso de V atingir o
gatilho V* (exercicio 6timo): investir ja se V > V¥,
® A terceira cc. é a condicao de continuidade (“value
matching”): so diz que em V* se exerce e obtém F = V* — |
# A ultima cc. é a condicio suficiente para o 6timo: a
condicao de suavidade (“smooth-pasting”) em V*.
® Diz que no 0timo a curva da opcao F ¢ tangente a curva
(aqui é reta) do payoff V — I (i. é, tangente a reta do VPL).
® Prova do smooth-pasting ¢ cc. de 6timo: p.130-132 do DP.
= Prova mais geral e rigorosa: Brekke & QJksendal (1991).

¢ O gatilho V*(t) (curva de exercicio antecipado) ¢ muito mais
importante em opc¢oes reais do que em opcoes financeiras.

¢ O grafico da curva de gatilhos V*(t) a seguir mostra a
correspondéncia dos pontos A, B e C da figura anterior para
os tempos de expiracao t de 5 anos, 1 ano e 0 ano, respectiv.
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Curva do Gatilho: A Regra de Decisao Otima
¢ O grafico abaixo mostra a curva de gatilhos V*(t) para o
mesmo caso do grafico da opcao F(V, t).
® Note os pontos A, B e C e compare com o grafico anterior.

Gatilho Normalizado V*/l x Tempo para Expiragao
19 1

1.8 1A

- ———____Regra da Opcao: curva de gatilhos V(1)

- ——y
1,4 \\B
' .
1.2 \
N
{
C

1.1
14
0,9 ‘

Gatilho Normalizade (V¥ /1)

5.0 45 10 35 3.0 25 20 15 1,0 05 0,0
Tempo para a Expira¢do (anos)

Notas sobre o Modelo e Otimizacao
+ A condicao de suavidade também é chamada de
condicdo de contato alto (“high-contact condition™).

® Foi introduzida no paper de Samuelson (1965) tanto de forma
intuitiva como de forma rigorosa no apéndice de McKean.

® Ela se aplica na grande maioria dos casos praticos, e em
particular em problemas de parada 6tima (“optimal stopping”).

=» Mas existem problemas de otimizacio “nao-suave” onde ela ndo
se aplica e se usam técnicas de singular control e impulse control.

= Parada 6tima ¢ um problema de decisdo binaria (investe ou
espera; abandona ou espera). Veremos mais detalhes depois.
¢ A formulacgio aqui (e no DP) é chamada de “free-
boundary problem” (veremos outras formulacées tb.)
® A curva de gatilho é a fronteira livre que define duas
regioes: regido de continuacgao (espera) e regido de parada
ou regido de exercicio (exs.: investimento; abandono).
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Software de Opc¢oes Reais: Timing
¢ Esse software em Excel-VBA resolve o problema
classico de momento 6timo de investir I num projeto
completo V(t), em que V(t) segue um MGB.

® V = melhor valor de mercado ou valor presente (no inicio do
invest.) das receitas liquidas de custos operacionais e impostos.

® I = valor pres. dos investimentos liquidos de beneficios fiscais

@ http://www.puc-rio.br/marco.ind/xls/timing-e-97-vba-hqr.xls
¢ Timing usa a aproximacio de Bjerksund & Stensland

para resolver (F e V*) uma opcao de compra americana.

® Da o valor da opcao F(V, t) com grafico; o valor e a curva de
gatilhos V*(t); e, em caso de ser 6timo a espera, qual a
probabilidade de exercicio e o tempo esperado condicional (a
ocorrer algum exercicio) para haver exercicio. Detalhes:

® http://www.puc-rio.br/marco.ind/timing.html g 5
s

Propriedades da Curva de Gatilho
¢ Sera a curva de gatilhos V*(t) sempre continua como
apareceu na figura?

® Resposta: a curva de gatilhos pode ser descontinua, mas
apenas na data de expiracio. Isso vai depender da relagao
entre r e . Se r > § ela é descontinua na expirac¢io

= Usando o software Timing (r =4% e & =2%), vemos isso:
Threshold Ratio (V*'lI') x Time (t)

Threshold Ratio
-
&n

.00 0.20 0.40 0.60 0.50 1.00 1.20 1.40 1.60 1.50 2.00

Time {Years)
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Curva de Gatilho: Propriedades

¢ A curva de gatilho (exercicio imediato) da opcao de
investimento (americana, call) tem as propriedades:
@ E continua no intervalo de tempo [0, T);
® Decrescente com o tempo (em 99,9% dos casos praticos);
® O limite perto da expiracéio é lim,_, ;. V*(t) = Max|L, (r/5) I];
® Na expiracao V*(T) =1L
® Prova: livro do Detemple “American-Style Derivatives”.
¢ Nota: no caso deterministico ¢ = 0, a curva de gatilho
antes da expiracao é constante e igual a Max|I, (r/0) I.
® Em palavras: V > 1, pois 0 VPL de exercicio tem de ser > 0; e o
ganho local também deve ser nao-negativo, 6 V—r 1> 0.

¢ Veremos em seguida a representa¢ao formal do prémio de
exercicio antecipado (diferenca entres as opcdes européias e
americanas) que ¢ util em alguns métodos numéricos.

Exercicio sobre o Gatilho

¢ Prove por arbitragem que o exercicio antecipado de uma
op¢ao de compra americana sobre um ativo basico que
paga dividendos continuos nunca ¢é 6timo se:
V <Max|l, (r/0) 1]
® Como o caso de r <3 é 6bvio (ndo tem sentido exercer a op¢ao
para obter um payoff negativo), o iinico caso a ser provado por
arbitragem é quando r > 0.
® OBS: a propriedade lim,_, ,_ V*(t) = Max][L, (r/d) I]
apresentada no slide anterior para a curva de gatilhos V*(t) é
praticamente provada com isso, assim como a descontinuidade
dessa curva em t =T quando r > 8 (descontinuo pois V*(T) =1
mesmo no caso de r > J).
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Prémio de Exercicio Antecipado

+ Foli visto no topico 1 que a opcao de compra americana F(t) é
igual a op¢ao de compra européia f(t) mais um prémio de
exercicio antecipado IT,. Agora isso sera quantificado.

¢ O ganho do exercicio antecipado da opc¢ao de compra
americana ¢ o valor presente dos dividendos capturados
liquido dos juros perdidos devido ao pagamento de 1.

® Formalmente, a representacio do prémio de exercicio é:

L, (V(0), V*()= I {8 V(0)e™ N[d(V(0), V* (), )] —r Le™"* N[d,(V(0), V*(t), )]} dt

In(V(0)/V* )+ (r -8+ (c?/2))t d, = d(V(0), V*(t),t) - Jt
ot

¢ A curva de gatilho V*(t) resolve recursivamente a seguinte
equacao integral ndo-linear sujeito a cc: V*(T-) = Max[I, (r/8) I].

VE®) =1 =£f(V*(0), t) + IL(V*(D), t, V*()

d(V(0),V*(t),t)=

Lema de Ito para Processos de Poisson
¢ Considere um processo puro de Poisson (saltos) de V
@ Estamos interessados no derivativo F(V, t). Como é dF?

® Se o salto na variavel estocastica V ocorre no intervalo
infinitesimal entre t e dt, a variacao nesse derivativo é:

® dF =F(V, . 0—F(V,t), mas em caso de evento (salto), V
ira saltar para V + V@, onde @ é o tamanho do salto (®
pode ser aleatorio) = dF,,,, = F(V+ VD, t) - F(V, t)

® A probabilidade da ocorréncia do salto no intervalo dt é
dado por A dt. Logo, o valor esperado da variac¢io dF é:

E[dF] .= Adt E[F(V + VD, t) — F(V, t)]
® Veremos que em vez de dF ., na pratica se usa E[dF I
¢ Para o caso mais relevante de processos estocasticos
combinados (difuséo de It6 + saltos de Poisson), basta
aplicar o Lema de Ito para cada processo e somar:
E[dFlioe = E[dF]gifyg50 T E[dF]

saltos
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Exemplo de Lema de It6 para Jump-Diffusions
¢ Paper de Dias & Rocha (1998), processo de reversao

a média com saltos (Poisson compensado):

Ll — [1(P —P)— Ak dt + & dz + dq dq l-]-, com probabilidade 1-— Adt
P ¢—1, com probabilidade Adt

k=E($-1)

¢ Seja a funcao F(P, t) que no paper de Dias & Rocha
¢ o valor da opc¢ao real de investir no projeto que por
sua vez ¢é func¢ao do preco do petroleo P.
® Aplicando a férmula de Itd obtém-se:

E[dF] = [ﬂ + (ﬂ(l_’ — P)— AE[¢—1]\P.Fy + %c’.P’.Fw]at + E{AF(P.o.t)— F(P,b)|}at

® Onde os subscriptos denotam derivadas parciais.

® OBS: a informacao que F ¢ uma OR é irrelevante para aplicar o
Lema de Ito, pois basta saber que F(V, t) é funcao diferenciavel.

Lema de Ito para Processos de Poisson
¢ Um salto no ativo basico V sempre levara a um salto no
valor do derivativo F(V), mas de tamanhos diferentes.

¢ O problema do processo de Poisson ¢é que o risco dos
saltos nio pode ser eliminado do portfélio (sera visto).
¢ Calculamos o valor esperado de dF,,, porque iremos
geralmente assumir que o processo de Poisson dg € ndo-
correlacionado com o0 mercado e assim tem prémio de
risco igual a zero (retorno exigido = taxa livre de risco).
® Nesse caso ¢ suficiente trabalhar apenas com E[dF,, ] para
montar a equac¢io do retorno do portfélio sem risco.
® Veremos que a equacio de retorno do portfolio sem risco nos
levara a equacéo diferencial do valor da opgédo, onde, no caso de
incluir saltos, aparecera o valor esperado no salto da opcao.
® Ex.: A equacido integro-diferencial em Dias & Rocha (1998),

processo de reversao com saltos de tamanho com distrib. ¢ foi:
Y62 P2 Fpp+ §r — p+ (P—P) —AE[¢ —1}P Fp+ F,+ AE[F(P¢, t) —F(P, t)] =r F
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Portfolio Livre de Risco e Saltos de Poisson
¢ O portfolio com uma opc¢ao F(V, t) e n ativos basicos é:
O=F-nV
¢ Se V segue um MGB mais saltos, Poisson dq de tamanho
incerto ¢, com valor esperado do salto k=E[p — 1], a
variacio de valor desse portfolio durante dt teria os
componentes anteriores do MGB somado as variacoes
devido aos saltos em F e em V. Vimos que o retorno do
portfolio devido apenas a parte continua (MGB) é:
(F,-n)dV+%c?V?F, dt+F dt—-ndVdt
¢ Agora os saltos causam uma variacio adicional nesse
portfolio devido aos saltos (instantaneo = dividendo = 0):
do ... = [FOV,0)-F(V,t)-n(p—-1) V]dq
® O problema ¢é que o n que fazia o portfolio ser livre de risco
no MGB néo faz ele ser tb. livre de risco para o termo em dq
% Por isso p/ montar a EDP tomamos o valor esperado de d®_,, .

Portfolio Livre de Risco e Saltos de Poisson
¢ Merton (1976, ver trecho na pasta 76) mostra que, no
caso de processos combinados de difusio com saltos, nao
¢ possivel obter um portfélio livre do risco de saltos:
@ Nio existe n e nem um conjunto de pesos w, e w, (p/ o ativo
basico V e a opcao F) que possam tornar o portfolio sem risco.

= Ele escreveu o processo difusio + saltos p/ V, que resultou (lema
de It6) num processo th. de difusdo + saltos p/ F, que resultou em
outro processo tb. de difusao + saltos p/ o portfélio I'l, que é uma
combinacao linear dos ativos V e F (dado o ativo livre de risco).

= Com isso ele chegou na equacio do retorno do portfélio e, por
inspecdo, mostrou que nio ha w, e w, que facam o retorno ser r.

® Curiosamente, num processo puro de Poisson (sem difusio e
nio-composto, i. é, salto de tamanho deterministico=1) é
possivel montar uma estratégia de portfolio livre de risco!

= Isso foi usado no artigo classico de Cox & Ross (1976).

¢ Por isso a maioria dos artigos assumem que 0 processo
de Poisson tem correlacio zero com o mercado.

@ Assim o prémio de risco de saltos é zero e o portfélio sem risco é viabilizado.
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Programaciao Dinamica: Conceitos
¢ A formalizacio da programacio dinidmica (PD) nos anos 50 é
devida a Bellman. Zermelo é o “av6” da PD com seu algoritmo
“pbackward induction” em que analisou o jogo de xadréz (1912).

® PD quebra a seqiiéncia de decisées em dois componentes: a
decisdo imediata (ex.: investir ou nio) e uma funcao valor que
engloba as conseqiiéncias de todas as decisdes posteriores.

¢ Quando o horizonte é finito (rever exemplos da parte 1)
existe o Ultimo instante T para se tomar uma decisio:

® Em T se usa a otimizacao tradicional (ex.: max[VPL, 0])

® A soluciio em T é a fungdo valor para a penultima decisdo (T - 1)

® O valor da penultima decisio vira fun¢io valor p/ a
antepenultima, etc. Ou seja, se trabalha “backwards” até t = 0.

¢ Quando o horizonte € infinito, o que poderia parecer
mais complicado na verdade ¢ mais simples:

® Cada decisao leva a outra que é exatamente igual a anterior (i.
¢, F independe de t), levando a freqiientes solucdes analiticas.

Programacao Dinamica: Exemplo
¢ Seja um caso simples de dois periodos t, e t;:

® Valor do projeto V em t, é incerto, investimento I ¢ fixo;

® No espirito “backwards” da PD, primeiro se analisa a
decisio 6tima em t = t,, depois se usa esse resultado como
funcio valor (atualizado por p) para a decisdo em t,.

@ Em t =t: F, =max{V(t,) — L, 0}. Como V(t,) € estocastico,
iremos trabalhar com E[F,| = E[max{V(t,) — L, 0}]

= Em geral E[max{V(t,) — L, 0}] # max{E[V(t,)] — I, 0}, na
verdade: E[max{V(t,) — I, 03] > max{E[V(t,)] — I, 0}.

@ Em t = t: em caso de exercicio obtém-se o “termination
payoff” Q, = V(t)) — I; ja em caso de nio-exercicio
(espera) se obteria um fluxo de caixa x; entre t; e t; (mas
aqui 7, = 0) mais o valor descontado de E[F,], isto é:

Valor da opc¢io real: F, = max{Q,, =, + (1/(1+ p)) E[F,]} =

= Fy=max{V(t) -1, (1/(1 + p)) E[max{V(t,) — 1, 0}]}
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Programaciao Dinamica: Parada Otima

¢ A firma ira escolher a cada instante t a politica 6tima u,
que maximiza seu valor presente esperado dos fluxos de
caixa. Isso resulta na equacio fundamental de Bellman:

R (V) = max{nmuo TR Et[m(m)l}
u 1+p

¢ De grande interesse pratico ¢ uma classe particular de
programacao dinamica (PD) em que a escolha em
qualquer periodo é binaria: exercer a opcao ou nio.
® Sio os problemas de parada 6tima (“optimal stopping”);

= “Parada” significa exercer uma opc¢io obtendo o “termination
payoff” Q (ex.: VPL de exercicio da op¢ao). Ja “continuar” (ou
nao parar), significa esperar (nfio exerce a op¢io);

= Se escolher “néo parar”, no periodo seguinte havera um novo
problema de decisio binario de parada 6tima, etc., até parar.

® A equacio de Bellman se torna:
F(V) = méx{Q(Vt), xt(vt)+ﬁ Et[Ft+l(Vt+l)]}

Equivaléncia das Otimizacoes Sob Incerteza
¢ O que ocorreria se na equacio de Bellman tomarmos o

valor esperado com probabilidades neutras ao risco e
fizermos o desconto com a taxa livre de risco?

® A resposta sugere que os métodos da programacao dinimica e
de contingent claims devem ser equivalentes se for feita a troca
da tendéncia a por (r — 0) e a troca da taxa de desconto p por r

¢ As EDPs do valor da op¢ao em cada caso seriam para o
problema F(V, t) deduzido antes por contingent claims sao:

® Programacio Diniamica (como chegar? Dixit & Pindyck):
%o?ViF,y+aVF,—-pF= —F,
® Contingent Claims: ' \
%062 V2F,,+(r-3) VF,—rF= —F,

¢ Lembrar o exemplo do seguro, de mudanga de probabilidade (mudar a tendéncia é
fazer uma translacio numa distribuicio) e uso da taxa de desconto livre de risco!
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Exercicio: Programac¢ao Dinamica

¢ Use 0 método da programacao dinamica (siga o DP,
cap. 4) para estabelecer a EDP (equacao diferencial
parcial) do valor duma opc¢ao F(V, t), onde V(t)
segue um MGB neutro ao risco sob medida Q e a
taxa de desconto ¢ a taxa livre de risco.
® Use o fato de que, para At pequeno, e P2 (1 +p At)7],

de forma que pode-se usar o fator de desconto (1 + p dt)~.

® Mostre que a EDP obtida é exatamente a mesma da obtida
pelo método dos ativos contingentes (EDP de Black-
Scholes-Merton). Explique o motivo.

® Solucio: a seguir. Mas tente resolver sem ver a solucio.

Programacao Dinamica Sob Medida Q
¢ Na forma binaria e sob medida P a eq. de Bellman é:

F(V,t)= max{Q(V, t) 5 7(V, tydt+ (1+pdt)” E'[F(V+dV, t+dt)| V(t)]}
® A EDP desejada é valida para a regido de continuacéo,
enquanto que na regido de parada (exercicio 6timo em
V*(t) da op¢ao ou expiracio da opcao sem exercicio) o
valor de F é dado pelas condic¢des de contorno.
® Como a opcao F niao tem dividendos ou fluxos de caixa
nessa regiao, w(V, t) = 0. Assim, a eq. de Bellman se torna:

F(V,t) = : +1p o E"[F(V+dV, t+dt) | V(t)]

® Sob medida Q, sabe-se que o derivativo F(V, t) descontado
pela taxa r é um valor livre de arbitragem. Usando EQ, a
expectativa NR, e r no lugar de p:

F(V,t)= ] +1r o EC[F(V +dV, t+dt) | V(1)]
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Programacao Dinamica Sob Medida Q
& Como EQ[F(V + dV, t +dt | V()] = F(V, t) + EQ[dF(V, t)]

podemos escrever:

1
F(V,t) = P [F(V, t) + EC[dF(V, t)] |

= F(V,t)(1 +rdt)= [F(V, t) + E?[dF(V, t)] ]

=F(V,t) rdt = E°[dF(V,t)] (eq.1)

® Mas dF pode ser obtido pelo lema de Ito para F(V, t):

2
aF = Fav e LIF vy 4+ F g
ov 2 v ot

® Sob medida Q = V segue um MGB neutro ao risco, i. é,
dVQe=(r-9) Vdt+ oV dz sabendo que dV>=c> V2 dte
tomando o valor esperado de dF sob Q (note que apenas o
termo em dV ¢ estocastico por ter o incremento dz), i. é:

2
E¢[dF] =[(r—6)g—f]+l ¢’ V? oF + ox Jdt

2 ot? ot

Programacao Dinamica Sob Medida Q
¢ Substituindo na (eq. 1) e dividindo por dt, obtemos:

2
rF(V,t) =162 V? 6127 +(r—8)a—F+a—F
2 ot ov ot
2
= lcsz a]:+(1'—5)6—F—I‘F(V,t)+a—F=0
2 ot ov ot

® Que ¢é a EDP de Black-Scholes-Merton (c.q.d.), que antes
tinha sido obtida por consideracdes de nao-arbitragem
(carteira sem risco tem de ter retorno igual a taxa r).
¢ Na demonstrac¢ao foi assumido que existe (pelo menos
uma) a medida equivalente de martingale Q e pelo 1°
teorema fundamental de aprecamento de ativos essa
medida permite obter precos livres de arbitragem.

® Sob medida Q, foi usado a equacio de dV seguindo um
MGB sob Q, isto é, com drift r — 5 em vez do drift real o.
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EDP para Opcao Real Perpétua
¢ Se o tempo de expiracio ¢ infinito, se cai num caso mais
simples, pois o tempo t deixa de ser variavel de estado.
® Postergar uma decisio leva a uma nova opcao perpétua;
® Assim, o valor da opc¢io do caso anterior é funcio s6 de V;
® A derivada parcial da opc¢iio em relagio ao tempo é zero: F, =0
¢ Assim, a EDP de F(V, t) se torna uma equacao
diferencial ordinaria (EDO), F(V), dada por:
%o2V2F,y+(r—-8)VF,-rF= 10
® Com o gatilho V* independente do calendario, as trés cc. sio:
® Para V=0, F@0,t)=0
® Para V =V*, condicao de continuidade, F (V¥*)=V* —1
® Para V =V*, condicao de “contato suave”, F, (V¥)=1
+ Essa ODE tem solucio analitica do tipo F = A VP (cc. 1)

® Onde A é uma constante a achar com as cc. e  sera visto a seguir

Equacao Quadratica Caracteristica
¢ Substituindo a solugio F = A VP na EDO e simplificando

se obtém a seguinte equacao quadratica fundamental:
“e'BPB-D+E-8)P-r=10
® Que tem duas raizes. Prova-se que 3, > 1 e 3, <0:

B, = %— (@ —8)o” + \J[(r — 8Y6’ — 1] +21/c]

B, = %—@ —8Yo’ —[(r —dye’ —%i’ + 21/’

# Assim, a solugiio da EDO é do tipo: F = A, VB + A, VB2
® As constantes A, e A, serdo determinadas com as cc.

= Por ex., no slide anterior, a primeira cc. implica que A, =0
(caso contrario, quandoV - 0 = F —» o em vez de F — 0)
® Substituindo a solucio F = A, VP! na segunda e terceria
cc., se obtém a constante A, e o gatilho V* (ver préximo slide).
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Solucao Analitica e Relevancia Pratica
¢ Caso de opcao perpétua ou muito longa a EDP vira
uma EDO (F, = 0) que tem soluc¢io analitica.
@ Patentes (20 anos no Brasil): boa solucio aproximada.
® Desenvolvimento de um terreno urbano.
® Ford investir em nova fabrica no Brasil.
® Abrir novas lojas de sua griffe.

¢ O valor da opc¢ao F e o gatilho V*, valem:

F=AVP e =
Onde: A=(V*-1)/(V¥*)Bl

ot [T

(¢

Exemplo: Terreno Urbano
¢ Suponha que exista um terreno urbano vazio que pode

ser desenvolvido por D =§ 2 MM. O imovel construido
teria hoje um valor de mercado de V = § 2,2 milhoes.
® Considere que o preco futuro do imadvel ¢ incerto, e a
volatilidade do mercado de imoveis é de = 40% aa
® Considere a taxa de juros de r = 10% aa.
® Considere que o aluguel anual que se pode obter com o
imovel V é de 6 = 10% do valor de V
¢ Qual o valor do terreno? Devemos desenvolver hoje ou
esperar por melhores condicoes?
¢ O que ocorreria se 0 governo cria-se uma taxa para terrenos
ociosos? Suponha $20.000/ano para esse caso.

¢ O que ocorreria se o0 governo criasse normas restringindo o
desenvolvimento e reduzisse a incerteza no valor V?
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Opcao de Desenvolver Terreno
¢ Usando as formulas da solucdo analitica de uma op¢ao
perpétua, temos os valores da op¢ao F e do gatilho V*

1 r-3 r-8 177 2r
51:2-(2)+\/[02-2} LA o

(¢

V*¥ = ——— D = |V*=$4,76 milhdes

OBS: D =2 milhoes

A=(V*-D)/(V*)h

F =19 0,73 milhoes
F = AV B OBS: VPL = 0,2 milhdes

¢ O valor do gatilho diz que para investir hoje seria necessario que o
projeto V valesse mais do dobro do seu custo D (devido a elevado o)

¢ O valor do terreno é bem maior que o VPL do investimento imediato

Valor do Terreno (Opc¢ao) x Valor do Imadvel
¢ O grafico mostra a curva da opcao sendo superior a reta do
VPL, sendo que a curva ira tangenciar a reta do VPL em

num valor V/D pouco maior que 2.

Valor Unitario da Opgéo F de Desenvolver um Terreno

1+ |=——FID
T |=—— Max. (vPL, 0)/D

0,3 -:
02+ F/D
mEe... . Ahme,

06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2
Razio VID

¢ Repare que para V = 2,2 milhdes (e logo, V/D = 1,1), o valor do
terreno urbano é bem maior que seu VPL.

¢ Ja para projetos mais lucrativos (V/D maior), o valor de opcio
fica mais préoximo do valor intrisico (VPL) do projeto

Razdo F/D
(=]
o
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Valor do Terreno: Taxacao e Escala

¢ O que ocorreria se 0 governo cria-se uma taxa para
terrenos ociosos? Suponha $20.000/ano para esse caso.
® Isso poderia ser pensado como uma maneira de reduzir o
ganho dos juros. Assim a espera em vez de ser remunerada a
uma taxa de juros r = 10% (= $200.000 / ano), passaria a ser
remunerada com r’ = 9% (= $200.000 — $20.000 = $180.000)
® O valor da op¢do e o gatilho seriam entio calculados com essa
nova taxa de juros r’, reduzindo a op¢ao F e o gatilho V*.

@ Embora esteja qualitativamente correto, quantitativamente ela
¢ muito imprecisa. A solucdo correta esta no proximo slide.

¢ O que ocorreria se o governo criasse normas restringindo o
desenvolvimento e reduzisse a incerteza no valor V?
® A reducdo na incerteza, assim como a reducao do namero de
opcoes de escala de desenvolvimento (ex.: limitando a altura do
prédio), reduz o valor do terreno, e aumenta a propensao ao
investimento no desenvolvimento.

Eq. Diferencial de Derivativo com Fluxo de Caixa

¢ Nesse problema de taxacdo durante a espera, 0 derivativo
(opcao real de desenvolver o terreno) tem um fluxo de caixa
que aqui é o fluxo de imposto. Isto é, o fluxo de caixa — ¢ dt.

® Antes (equacao classica de Black-Scholes-Merton), a op¢ao

F(V) nao tinha fluxo de caixa (s6 V tinha fluxo de caixa o V dt).

¢ A deducio da equacio diferencial é similar ao caso anterior,

mas agora incluindo o termo de fluxo de caixa do derivativo

na equac¢ao de retorno do portfolio ® = F — n V, que ficaria:

r(F-nV)dt = (dF-cdt) —n(dV+3Vdt)
® O procedimento é exatamente igual ao anterior: usar o lema de
Ito p/ dF, substituir (dV)? pela funcio de dt onde V segue MGB
(dica: nao precisa substituir dV, ele vai sumir com a escolha de
n) e escolher n p/ o retorno ser r. Algebrando, obtemos a EDO:
%02 V2F,,+(r-8) VFy—rF-c=0
® Onde - ¢ é o termo ndo-homogéneo, ou “termo de fluxo de caixa”.
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Valor do Terreno com Taxacao
¢ A solucio correta para o caso de taxacio é considerar
que existe um fluxo de caixa da op¢io na equacio de
retorno do portfolio e montar uma nova EDO de F(V).
® Vimos que isso gera um termo de “fluxo de caixa”, um
termo nd0-homogéneo na EDO, a qual passa a ser:
%6?V2F,y+(-8) VFy-rF-c=10
® Onde c é o fluxo de custo da op¢ao (no ex., ¢ = 0,02 MM$/ano).
® A solucio dessa EDO nao-homogénea é a soma da solucéo
geral (parte homogénea, em azul) mais a solucéo particular
(parte nao-homogénea, - ¢). Solu¢do geral: F(V) =K VP
® Como ¢ tipico, a perpetuidade F = — ¢/r é solucéo particular
(verifique substituindo essa solu¢ao na EDO acima). Isso
porque uma solucio particular é esperar eternamente. Logo:
® Se V<V* F(V)=K VBl —¢/r (de novo, o termo em V52 ¢ 0).
® As condic¢oes de continuidade e suavidade em V* sio, resp.:
®SeV=V* F(V¥)=V*-D e F(V¥)=1

Valor do Terreno com Taxacao
¢ Substituindo F(V) = K VP! — ¢/r nas c.c. anteriores:
OV*—D=KVP—¢c/r => K=(V*=D +c/r)/(V¥)B!
o1 =KB§, (V¥)B1-1=

V* = B1 (D — cj
p, -1 r

F=Kv-S
r

¢ Com os valores do exemplo, o valor do terreno F e o
gatilho V* com a taxacio passam a ser:
e F= 0,5 MMS (contra F =0,73 MMS do caso sem taxacio)
® V¥ = 4,28 MMS (contra V* =4,76 MMS$ do caso sem taxacio)

® Usando a aproximacao grosseira de r’ = 9%, se obteria valores
intermediarios mas mais proximos do caso sem taxacao. Isto é,

com r’ = 9% seriam obtidos: F = 0,708 MMS$ e V* = 4,62 MMS.
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Método Integral de Otimizacao sob Incerteza
¢ O método integral pode resolver problemas de OR, pois
¢ um método de otimizacdo sob incerteza.
@ Usa métodos tradicionais de otimizacio. Em problemas de
OR perpétuas, esse método é mais simples e intuitivo.
® Baseado no tempo t* que um processo estocastico toca
uma barreira (um gatilho), usa muito o valor esperado do
fator de desconto estocastico EQ[exp(— r t*)].
» Pois a op¢io pode ser vista como EQ[e~"t" (V* —I)].
¢ Muito usado p/ resolver jogos de op¢oes reais (ex.: duas
firmas disputando um mercado) com integrais do tipo:

Ie oo
L(Y) = E[_[e"‘ ¥(t) D1, 0) dt] + E[j'e"‘Y(uDu. 1) dt] -1
" T

Lucro esperado na Lucro esperado na
fase de monopolio fase de duopélio

T+ +o0 "
F(Y)=E It"' Yo Do, 1) dt | 4+ E[I e Y D(1,1) nitj| - E[e'” ]I
[ ] T*

Lucro esperado Lucro esperaio
antes do exercicio depois do exercicio

Tempo de Toque de um Processo Estocastico

+ “First hitting time” ou “first passage time” ou “first exit time”
denotam o primeiro instante em que um processo estocastico
toca (ou cruza) um certo valor (ex.: o gatilho)

0
T? = 1.2 years
25
= 1
S
" ' Ver planilha
S I simula-hit_time.xls.
e
— Fath|
L] ¥
0o 05 10 1.2 15 20 25 0 EE] 40
Time (years)

¢ A definicéo de first hitting time T*(V = b) = T", para um
processo estocastico V(t) alcancar (ou cruzar) a barreira
b, assumindo que o processo inicia com V(t=0) <b, é:
T=inf{t>0;V({)2b} ; onde o infimo de um conjunto vazio é infinito
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Valor Esperado do Tempo de Toque E[t*]
¢ O valor de E[t*] depende da tendéncia do processo estocastico. Ex.:
p/ uma barreira superior P*, o processo NR demora mais do que o
processo real para atingir P*.
¢ O calculo do valor esperado desse tempo de toque, E[t*], é relevante
p/ planejamento de portfolio (processo é real):
® Quando é esperado o exercicio da OR de investir num projeto?
¢ Se o ativo basico V segue um MGB com drift o e valor inicial V,
entdo E[t*| até uma barreira superior b fixa é:

1
_Llg?
a- -G

lll(\%) se o >%G2
E[t*(V =b)] =

{com b >V) oo se oL %UZ

® Mais detalhes: http://www.puc-rio.br/marco.ind/hittingt.html

® Ver planilha simula-hit_time.xls que inclui formulas (MGB) p/
densidade de probabilidade de t*, probabilidade acumulada de
atingir b e probabilidade de eventual toque p/ 1 e 2 barreiras.

Valor Esperado do Fator de Desconto

¢ Mas muito + importante na pratica é calcular o fator de
desconto esperado EQ[exp(- r t¥)]. A férmula é simples.
® Lembrar: saber E[t*] ndo basta: E[exp(- r t¥)] > exp(- r E[t*]).

¢ Podemos provar uma importante formula para X(t)
seguindo MGB neutro ao risco, onde X* < X, ¢ um gatilho:

e - ()"

¢ Onde B, ¢é a raiz positiva da eq. quadratica p/ o caso de
contingent claims: MGB com tendéncia NR (r — ) e taxa de

desconto livre de risco r: B, = %— @ — 86" |l —8yo’ — %[ 1 21/0°
# No caso de usar tendéncia real o e taxa de desconto exogena
(ajustada ao risco) p, i.¢, E[exp(— p t¥)], s6 muda o 3,:
B, = % — /s’ + \f[a/e® — %] +2p/e’
¢ Prova: http://www.puc-rio.br/marco.ind/hittingt.html#proof
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Meétodo Integral de Otimizacao
¢ O método ¢ particularmente util para OR perpétuas.
® Usa uma soma de integrais estocasticas para descrever valores de

opcoes, em que os limites de integracio siao tempos de parada
otima t* combinados com tempos limites triviais (0 e ).

® Método tem no cap. 9 de DP, mas ele foi desenvolvido melhor em
Dixit & Pindyck & Sodal (1997), com outros processos estocasticos.
¢ O problema classico de otimizagdo sob incerteza pode ser
visto assim: A firma ira esperar até o primeiro instante t*
no qual o valor do projeto V atinge um nivel V* (gatilho),
alto o suficiente para ser 0timo investir (exercer a OR), i.é:

F = m%:fg!w{E[exp(— rty(v — I)}
® Sujeito a V seguir um MGB neutro ao risco. No 6timo V = V¥, t = t*,
® Assim, o problema de otimizacio tem um trade-off entre a espera
por um valor maior de V e a reducio de F com a espera por exp(—r t)
® Vamos provar que se obtém o mesmo resultado para F e V* obtido
antes para uma op¢io americana perpétua por contingent claims.

Otimizacao com o Fator de Desconto Estocastico

¢ Vamos chamar o fator de desconto esperado p/ o tempo
que o projeto leva para atingir um valor V, comecando
em V,, como sendo D(V, V) = E[exp(-r t)]. Logo,

F = miximo{D(V;, V) (V - D)} = D(V,, V) (V* - I)

+ Usaremos um método tradicional de otimizacdo p/ resolver:
a condicao de primeira ordem (derivada parcial de F em
relacdo a V e iguala a zero em V = V*), “Algebrando”:

D(Vy, V¥) + Dyu(Vy, V¥) . V¥ = Dyu(Vy, VF) . T (eq. 1)
® O 1¢ termo ja foi visto que é (V,/V*)P1, 0 2¢ termo € sua derivada:
B
- _ Vl] !
DV*(VU » V*) - Bl (V*)ﬂl+ 1

® Agora, basta substituir D(V,, V*) e D.(V,, V*) na (eq.1), que
encontramos o valor de V*. Substituindo V* e D(V,, V¥) na eq. de
maximizacao de F, obtemos dois resultados conhecidos:

. _ B, (¥ Bio1
v = 51'1.1 F-= (T[L) B -1 c.q.d
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Meétodo Evolucionario de Otimizacao

¢ Computacio evolucionaria: usa idéias da teoria da evolucao
(Darwin) para evoluir solucGes até chegar ao 6timo (ou perto)

® Algoritmos genéticos (AG): usa operadores crossover, mutacio, etc.
p/ evoluir solu¢des. Um fluxograma tipico de algoritmos genéticos é:

Inicializar a Populacio P(g = 0)
Usando N cromossomas
¥
_" Avalia os Cromossomas ‘ Parte mais complexa

)

‘ Ordenamento para Adaptagio

Random com semente

Normalizacdo Linear

(1,2, . N)
‘ Seleco dos Pais para Reprodugﬁo‘ Método da Roleta

‘ Operadores Genéticos ‘Cruzamento e Mutacio

Cria n cromossomas

‘ Geragdes: “Steady-State” com alto GAP ‘ Troca de Geracdio:n=N

FIM
Melhores
Cromossomas

Método Evolucionario de Otimizacao
¢ O método dos algoritmos geneticos (ramo da computagao
evolucionaria) é uma alternativa de otimizacio sob
incerteza que pode se tornar popular com o avanc¢o da
velocidade computacional por ser relativamente simples.
® Na PUC-Rio, o dept. de Eng. Elétrica oferece boas disciplinas.
& Motivacio: sabemos que o valor da opc¢éo é advindo da
regra de decisdo 6tima (exercicio 6timo da op¢ao), i. ¢, a
regra (curva de gatilho) que maximiza o valor da opcao.
® Isso sugere que podemos “chutar” uma regra de decisao inicial
e calcular o valor da opcao condicional a essa regra.

= Valoracao é feita facilmente com simulacdo neutra ao risco do
processo(s) estocastico(s).
® Usando uma metodologia (ex.: algoritmos genéticos) podemos
modificar (evoluir) essa regra buscando avaliacées (valores da
op¢ao) cada vez maiores, até chegar perto do 6timo.
® Ex.: OR de investir D para desenvolver um projeto de valor V,
com tempo de expira¢do T =2 anos. Como valorar uma regra?
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Valor da Opc¢ao Real Dada a Regra de Decisao
¢ Os caminhos simulados sio parados se tocar a curva de gatilho,
pois a op¢ao ¢ exercida. A simulagio ¢ neutra ao risco.

18 1

1.6 A

14 T~ —————

1.2
WV
1

08 \/\V\ N A A

0.6

0.4

Valor Normalizado (V/D) ($/$)

A Expiragio
gico (anos) T=2

0.00 0.20 0.40 0.60 0.50 1 .tl] 1.20 1.40 1.60 1.50 2.00)

Tempo Cronol

]

F(t = 0) = Valor presente (t =0) Opedo F(t=1)=V - D F(t=2)=0
=F(t=1) * exp (- r*t)

Expirou
sem Valor

Faca n iteracoes e calcule E[F(0)]

Algoritmo Genético + Simulacao
¢ Esse ¢ um problema de otimizacio sob incertezas.
® O Algoritmo Genético trata da otimizacao.
® A simulaciao de Monte Carlo trata das incertezas.
¢ O algoritmo genético gera uma regra de exercicio da
opcao (V/D)*(t), t € [0, T], uma curva de gatilhos.
¢ As incertezas no valor do projeto normalizado sao
simuladas (simula¢des neutras ao risco de V e D).
¢ Se o valor (normalizado) do projeto simulado for maior
ou igual que o gatilho a opcao € exercida, sendo espera.
¢ Apos n iteracoes, a regra de decisiao ¢ avaliada com:
> Ft=0)
F(t=0)= =——
n

¢ Através dos operadores genéticos, novas regras de
decisdo sao geradas e repete-se o ciclo.

32



Opcoes Reais Evolucionarias: Fluxograma

Algoritmos Genéticos (AG)
Operadores genéticos geram uma
regra de decisio (curva de gatilhos).

!

¢ A regrade parada deve ser

por tempo computacional.

Simulacido de Monte Carlo
Valor do projeto é simulado ao longo
do tempo combinando incertezas.

!

Usa a regra do AG para exercer
a opc¢ao se valor simulado atingir
a curva de gatilhos. Avalia a regra

Gerar mais
gatilhos?

FIM
Melhor
Gatilho

Gatilho ViD ($/$)

Opcoes Reais Evolucionarias

Opcaoes reais evolucionarias: idéia é evoluir as curvas de gatilhos

candidatas a serem a curva 6tima, usando computacao evolucionaria.

Ex: Dias (2001) usou dois pontos livres (a e b) e uma func¢ao
logaritmica (¢ + d Int) (definida por dois fatores (c e d) para
representar o gatilho. Assim, o cromossoma tem 4 parametros (ou 4
“genes”) a serem evoluidos na busca do 6timo.

A figura e a planilha gatilho-cromossoma.xls ilustram Dias (2001):

1.70

1.60

f

1.50 r
/ Gatilho 2
1.40 emt=01a

Gatilho b
emt=02a

Cromossoma

C d

10 |
pud

+ Pontos Livres Pontos livres a, b

1.20 [
1.10

1.00

m Ponto Fixo

0.90

0 025 045 0.75

1

1.25 15 1.75 2

Tempo para a Expiragéo {anos) 7=T -t

Diferengas Finitas
Fungao Exponencial

Fungiio = ¢ +d lnft)
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Opcoes Reais Evolucionarias: Vantagens
¢ OR evolucionarias ¢ uma abordagem direta, forward (nfo é
“backwards”), mais simples em termos matematicos, flexivel
® Simplicidade pode popularizar opc¢des reais.

® Sua forca reside na capacidade de fugir de 6timos locais e no elevado
paralelismo implicito, que é o grande apelo tedrico de AG.

® Paralelismo implicito dos AG foi provado por Holland em seus
teoremas de esquemas (“schema”, ver slide no anexo).
¢ A desvantagem (cada vez menos relevante) é que o tempo
computacional pode ser grande p/ chegar a uma boa solucio.

Gatilho (¥ 15)* x Tempo e 50 Paths: Exercicio Otimo

Gatilho Normalizado (¥1 1 J
4 i
b=

§ <

sas e Lz L
Tempo [anos]

Meétodos Numéricos para Opcoes Reais

¢ Quando nao ha solucio analitica ou aproximacao
analitica, temos de recorrer aos métodos numéricos.

® Ja vimos o método binomial na parte 2. Veremos agora o
método das diferencas finitas que procura aproximar a EDP,
ao contrario do binomial, que aproxima o processo estocastico.

@ Na parte 6 iremos ver a simulacio de Monte Carlo.
® Recentemente tem sido usado o método dos elementos finitos.
¢ Nos métodos numéricos temos em geral o problema de
discretizacido seja da EDP seja do processo estocastico.
® As discretizacdes geralmente sao aproximacdes (equacdes de
diferencas para aproximar diferenciais) com erros numéricos e
podem causar outros problemas numéricos a serem vistos.
¢ O método das diferencas finitas em financas foi
introduzido por Brennan & Schwartz em 1977 e 1978.
® Veremos so o método explicito por ser mais intuitivo e didatico.
@ Existe outros, como o método implicito e o de Crank-Nicolson.
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Método das Diferencas Finitas
¢ Método numérico especifico para equacoes diferenciais.
® Método popular para resolver a EDP de op¢des americanas;

@ Particularmente util quando tem multiplas op¢des (espera,
parada, abandono, etc.) e poucas variaveis estocasticas.
=» Manuseia facilmente op¢des compostas complexas/multiplas.
= Tempo computacional factivel até 3 variav. estocasticas + tempo.
@ Binomial resolve diretamente da equacio do processo estocastico sem
construir a EDP, mas nem sempre é o meio mais pratico (“floresta”).
¢ A EDP é convertida em um conjunto de equacoes de
diferencas e as mesmas podem ser resolvidas iterativamente.

¢ O método das diferencas finitas (D.F.) explicitas é mais
intuitivo que as D.F. implicitas, mas podem apresentar
problemas de convergéncia (ao contrario das implicitas)

® Mas isso pode ser evitado fazendo a discretizacio no tempo
(At) suficientemente pequeno em relacdo a discretizacio da

variavel(eis) estocastica(s), ex.: AV. Sera visto como evitar.

Diferencas Finitas para F(V, t): Grid e c.c.
¢ Iremos ilustrar o método para o caso classico da opcao
real de espera F(V, t) com um tempo legal de expiracao.

® 1. é, a opcao americana de compra com & > 0 em que V segue um

MGB e a opcio expira em t = T. E facil adaptar p/ outros casos.
¢ A discretizacao de V e t e as c.c. podem ser vistas num grid:
tal que F(V, 5, 1) = V5, —1

V(=i.Av) A\

i=1,2,3,..m
m = Vi AV

Expiragdo t =T, F é facil:
F(V, T) = max|[0, V(T) - I]

Vos |
V= VIt Queremos obter:
Vetor de gatilhos V*(t)
Matriz da op¢io F(V, t)

Ativo Basico V

Fi;= FL.AV, A8 J

7 tempo t(=). At)
Para V =0, F(0, t) = 0 (mas nem sempre usa) j=1.2,8,..n ; n=TAt
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Diferencas Finitas Explicitas para F(V, t)
¢ Vamos aproximar as derivadas parciais (indicadas pelos
subscritos) da conhecida EDP do derivativo F(V, t):
%o V2F, +(r—-8) VFy+F, =rF
¢ Existem varias equacées de diferencas alternativas para
aproximar as derivadas parciais. Usaremos as seguintes:
oF - Fj+1,i - F

phi Derivada em relacio ao tempo (que s6 move p/ frente

E = At usa a equacao de diferencas para frente (“forward”).
OF - Fj +Li+l Fj +1i-1 Derivada em relacio ao ativo basico
ov = 2 AV usa a equacao de diferencas central.
2
O°F - Fj +Li+1 2 Fj +1,i + Fj +1,i-1 | Derivada 2° relativo ao ativo basico
6V2 = AV? tb. usa a equacao de diferencas central.

® Agora substituiremos as equacoes de diferencas na EDP acima

e VporiAV.Jadap/ver queF, ; (o F do lado direito da EDP)
¢ fungio de trés valores futuros F; . ; . (onde *=i-1,iei+1)

Diferencas Finitas Explicitas para F(V, t)
* SubstituFindo, teznéos: -
1 jrLi+1l i +

+1,i j+Li-1 _2 .2 2
rF, = - = ! ¢’ i’AV* +
2 AV
+(r—6) Fj+1,i+1 - Fj+1,i—l i AV + Fj+l,i - Fj,i
2 AV At
® Cortando os AV e re-arrumando, temos:
F L F F F
BT 1At |:(pu j+1,i+1) + (pm j+1,i) +(pd j+1,i—l):|
\
_ 1 2 .2 .
p, = - |67i"+(@ —9)i|At
2 Pesos dos valores futuros F,,, .
‘p =1-¢’i At ‘ > interpretados como “probabilidades”
m (note que p, +p,, + py=1).
1 3 . » Isso significa que esse esquema ¢ bem
Pa = P I:G i"—(r-29) 1] At similar ao esquema trinomial com

J calculo backwards (ver proximo slide).

¢ Pode ser mostrado que tanto o binomial como o trinomial sio casos
particulares do método de diferencas finitas (James, 2003; Haug, 2007).




Diferencas Finitas Explicitas para F(V, t)
¢ A equacio anterior € proveniente da EDP e portanto é o
valor da opcao em caso de espera (op¢ao “viva”).

® Gatilho V*(t): calcula o menor valor de V tal que V-12>F, ..

® O valor da op¢ao é dada pela equ. anterior visualizada no grid:

V(=i.AV)
i=1.2,3,..m I [ I I [ 1
M = Vs AV _ 1
Fj.i T I+rAt |:(P.. Fj»l.u-l) + (Pm Fj»l,i) +(Pd Fj~|.i-|):|
2 0
o Fitt,j+1
o .
2 Pu
©
cg P Fij+1 |>|Fi‘1écalculado com
= F, |esses trés valores
= il
Pd Fit,j+1
tempo t=]. )

Diferencas Finitas Explicitas para F(V, t)
¢ O algoritmo de DF Explicitas é similar ao do método
binomial visto, pois trabalha-se “backwards”:
® Primeiro calculamos os valores da opc¢iao (e o gatilho) em t=T
que é facil: F(V, T) = max{V(T)-1,0} ; V*(T) = L.
» Para t=T o algoritmo “varre” o eixo do V, desde i = 0 até m.
® Em seguida se calcula F(V, T — 1) usando a equacdo de F, ; e
comparando com o payoff de exercicio V(T — 1) — L.
= O que for maior é o valor da opc¢io.
= O valor do gatilho V*(T — 1) estara entre os valores de V vizinhos
tal que em (i — 1) temos F,; (T - 1) > V(T — 1) — I e em i temos o
caso oposto (<). Ou seja, o algoritmo varre i p/ buscar V em que
muda a regra 6tima de decisdo da espera para o exercicio.
® Vai repetindo backwards até chegar em t=0 (fazj=n—-1a 0).
® OBS: para assegurar a convergéncia do método explicito em
geral se recomenda usar uma discretizacido do tempo At bem
menor que a da v.a. AV de forma a termos “probabilidades”
positivas p,, P, Pg- Mas vamos ver uma regra mais geral.
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Problemas Numéricos das Diferencas Finitas
¢ Os principais problemas numéricos que podem ocorrer
no método das diferencas finitas sio:

® Consisténcia: tem de ser uma aproximac¢io do problema
original. Assim, tornando mais fino o grid, as eqs. de
diferencas convergem para a verdadeira EDP e néo outra.

® Convergéncia: A solucao obtida pelas eqs. de diferencas
converge para a solucao real quando At e AV — 0? Ou
converge para a solucdo errada? Ou fica oscilando?

@ Estabilidade: pode ocorrer instabilidade se os erros de
aproximaciao do computador forem sendo amplificados a
cada passo (At ou AV) no grid. Isso é funcio do esquema
de discretizacio adotado. No caso de D.F. explicitas:

% DF Explicitas sdo estaveis s0 se At < (AV)?/ 2.
¢ Teorema da Equivaléncia de Lax: dado um esquema de DF
consistente, a estabilidade é condi¢ao necessaria e suficiente
para obter a convergéncia. Logo, estabilidade <> convergéncia

Outras Formulac¢oes para a Opcao Americana

¢ Daremos uma noticia sobre as diferentes formulacoes
teoricas para o problema de opcoes americanas:
fronteira livre; parada otima; desigualdade variacional.

# Fronteira livre (curva de gatilho) é a formulacéo classica
usada por DP que vem desde Samuelson (1965). Ja vista.

+ Parada 0tima é uma formulagao util para uma clara
apresentacio do problema e ¢ particularmente util no
método integral de otimizac¢io, assim como em métodos
que usam simulacio de MC (ex.: evolucionario).

# Desigualdade variacional é uma formula¢ao que permite
provar resultados tedricos (exs.: solu¢ao 6tima € unica
nos problemas de op¢oes americanas; formula do
prémio de exercicio antecipado, etc.) e justifica certos
métodos numéricos de solugao (linear complementarity).
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Opcao Americana como Parada Otima
# Seja uma opgao americana de compra F(V, t; I) simples,
onde V segue um processo estocastico e I ¢ o preco de
exercicio. Seja a notacao: (V —1)"= Max(V - L, 0).
® A opcao F(V, t) pode ser representada como um problema de
parada 6tima usando o seguinte envelope de Snell (sup E[.]):

F(V, t) = sup E9{exp[- r (t = t)] (V. = I)*| V, }

Tet,T]
® Onde Q significa que a expectativa (condicional a V, valor de
V conhecido em t) é calculada sob medida de martingale. O
supremo ¢é tomado escolhendo o tempo 6timo de parada t*
dentre todos os tempos de parada 1 € [t, T]. A solugao é:

t*=inf{t e [t, T]; F(V_,, ) = (V.- D"}
® Com a usual convencio de que o infimo de um conjunto vazio é
igual a + oo (nunca exerce a opcao: F = 0, pois exp[— o] =0).
® Em palavras, t* é o primeiro instante em que o valor da op¢ao
“viva” (sem exercer) € igual ao valor do payoff de exercicio.

Opc¢ao Americana como Parada Otima
@ No caso anterior, se a op¢io for perpétua basta substituir o
intervalo fechado [t, T] pelo intervalo aberto [t, ).
¢ Essa representacio se aplica a casos mais gerais: seja um
payoff de exercicio genérico g(V) e seja a taxa livre de
risco r uma funcio deterministica do tempo. O valor no
instante t da opcao americana, F(V, t), é:

T

F(V, ) = sup E° {exp] - j 6 ds] o(V,) | F}
TE |t

i
® Onde a expectativa é condicional a filtracdo em t (informacao

acumulada até t) no espaco mensuravel onde V, ¢ definido.
® O supremo ¢é tomado dentre todos os tempos de parada e a
soluciio 6tima (optimal stopping time t*) é dada por:
t* =inf{t € [t, T]; F(V,, ) = g(V,)}
@ Essa representacao ¢ util no topico 7. Se der tempo, veremos
um modelo complexo de Dias (2002) com 5 variaveis de estado.
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Opcao Americana e Desigualdade Variacional
¢ Qualquer op¢ao americana pode ser escrita como uma
desigualdade. Ex. (call): F(V, t) > Max(V — 1, 0).
® Além disso, a equacio diferencial da op¢ao é uma igualdade
apenas enquanto ela esta “viva”. Em termos mais gerais ela é
escrita como uma desigualdade (subscritos aqui sdo derivadas):

%6?V2F, +(@—-8)VF,—rF+F, <0
® A principal caracteristica dessa formulacio é que nio € preciso
calcular a curva de gatilhos para saber o valor da op¢io.
= Isso N80 é vantagem no contexto de opcdes reais, pois a curva de
gatilhos (regra de exercicio) é tao importante quanto o valor F.
® Entretanto, essa formulacio ¢é util p/ termos uma compreensio
mais ampla das opcoes e em termos tedricos (facilita provas):
= Wilmott et al (1993, p. 126): “can be shown that the variational
inequality has one and only solution... it is quite important in more
complicated situations”. Por isso tem sido usada em papers.
® Além disso, essa formulacao justifica de forma rigorosa alguns
métodos numéricos, inclusive o método das diferencas finitas.

Opcao Americana e Complementaridade Linear
+Ha uma certa confusao com os termos “desigualdade
variacional” e “problema de complementaridade linear”:

® Ex.: o sistema de desigualdades que o livro de Musiela &
Rutkowski chama de des. variacional, o livro do Tavella chama
de complementaridade linear. Esses conceitos sao relacionados.

® A forma canodnica do LCP (linear complementarity problem) é :
dada a matriz A e os vetores b e ¢, LCP consiste em achar X, o

vetor que satifaz o sistema de desigualdades:
ii Ax>b
ii. xX2c¢
iii. (x—¢).(Ax—¢) =0
+ No contexto de derivativos, a regido de parada otima
(exercicio 6timo da op¢ao) é um conjunto fechado que é

complementar a regido de continuagéo, que é o conjunto
aberto onde a opcio esta “viva”. Veremos o caso da call.




Opcao Americana e Complementaridade Linear
# O caso da opcdo americana de compra é representado por:

a. 2062 V2F +(@-8) VF,-rF+F, <0

b. F(V, t) > (V - )"

e. F(V, T)=(V-T)*

d [F(V,)-(V-D*.[%6?V2F, +(@x-8) VF,-rF+F,]=0

¢ A interpretacio desse problema de linear compl. é dada a seguir:

@ A inequacio “a” é a conhecida EDP, que é igual a zero se o derivativo esta
“vivo” (op¢do nao exercida) e menor que zero se ela for exercida (em
termos matematicos, se valer a igualdade em “b”, i.é, se F(V, t) = (V - )*)

= Dizemos que a op¢iio F é dada pela condiciio de contorno e niio pela EDP.
% Escrevendo /262 V2F  +(r-8) VF, +F < rF, Tavella & Randall diz que se
o valor da op¢ao crescer mais devagar que a taxa sem risco, a op¢ao é exercida.

©® Ineq. “b” s6 diz que F nio pode ser menor que seu valor intrinseco V - L.

® Ineq. “c” é a condicio (de igualdade) na expiracio.

® A ultima ineq. (“d”) faz a conexao entre “a” e “b”, i. é, se a opcao F estiver
acima de V - I, entao a EDP tem de ser zero. Se a EDP for estritamente

menor que zero, entao o valor da opcéio F tem de seriguala V - 1.

Opcao Americana e Desigualdade Variacional
¢ O problema de complementaridade linear muitas vezes é
interpretado como o problema classico do obstaculo:
® Uma funcio (nosso derivativo F), governada por uma EDP,
deve exceder um obstaculo dado pelo payoff de exercicio e
obedecer certas condicoes de contorno em seu dominio.
¢ Conforme Broadie & Detemple (2004), a formulacio de
desigualdade variacional é obtida pela integracao das
inequacoes provenientes da complementaridade linear.
@ Cai numa inequacéo integro-diferencial em que o objetivo é
encontrar uma func¢io que a satisfaca para todo t € [0, T].
¢ Ver na Pasta 76 o artigo de Broadie & Detemple (2004):
“Option Pricing: Valuation Models and Applications”.

® Embora eu tenha usado outras fontes mais simples para a
parte de LCP e outras, o artigo acima é muito util p/ entender
a moderna de teoria das op¢Oes (medida neutra ao risco, prémio
de exercicio antecipado, métodos numéricos, etc.).
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Lema de Ito e Formula de Tanaka
¢ Quando a funcio-valor Y é nao diferenciavel niio é
possivel aplicar o Lema de Ito, ferramenta fundamental
p/ calcular derivativos. (Y precisa ser 2 x diferenciavel).
® Ex.: X(t) segue um movimento aritmético Browniano. Se
Y(X) =| X(t) |, nao existe derivada de Y no ponto X =0 e nio
podemos usar o lema de Ito.
¢ Felizmente existe uma generalizacéo do Lema de 1t0 para
funcoes de v.a. ndo diferenciaveis, usando o conceito de
tempo local, chamada de Férmula de Tanaka.
® Essa formula inclui um termo em que o tempo local L(§) ao
redor da descontinuidade &, multiplica a diferenca das duas
derivadas da funcio valor (derivadas a direita e a esquerda),
isto ¢, L(§) [V'(EH) - V'E)I.
® Ver livro do Karatzas & Shreve (1991, secio 3.6) para detalhes
da Formula de Tanaka e sobre o conceito de tempo local.
® O conceito de tempo local justifica a inexisténcia de “quinas”
na func¢io valor da op¢do em Dias & Rocha & Teixeira (2003).

MATERIAL
ANEXO

Os anexos nos materiais do curso contém slides
que reforcam os conceitos teoricos e apresentam
exemplos adicionais que nao serdo discutidos em
sala de aula, mas que podem ser uteis para um
melhor entendimento de conceitos apresentados.
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Processos de Poisson

¢ No lema de It6 aplicado a F(V, t) para V seguindo um
processo de jump-diffusion, dV tem componentes dz
(variacio continua) e dq (variacio discreta).

+ Quando aplica o lema de It6 e faz (dV)? é qtil saber as
regras de multiplicacio estocastica (dq.dt; dq.dz; e dq.dq)

¢ Regras de multiplicacio uteis para usar com o lema de
It6 (fonte: Etheridge: “A Course in Financial Calculus”,
p-178) de um processo de difusao (dz) com saltos de
Poisson nao-composto (dq):

Multiplicacao dt dz dq
dt 0 0
dz 0 dt
dq 0 0 dq

First Hitting Time: Aplicacoes
¢ Tem inumeras aplicagoes em opcoes e jogos de opcoes

® Planejamento: se um projeto nao esta “deep-in-the-money”,
qual o tempo esperado para ele atingir a curva de gatilhos?

® Cailculo da opc¢iao: exerce a opcao em t* (t que atinge o gatilho),
o valor da op¢ao F(0) é o payoff descontado por E[exp(— r t¥)].

® No primeiro caso se considera o processo real e no segundo
€aso 0 processo estocastico neutro ao risco.

Two Sample-Paths, Variable Barrier and Hitting Times

S
N~ I

VST S

0il Price ($/bbl)

— Varia
— Pathi
— Pathj

0.0 05 10 15 20 25 30 35 40

Time {years)
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Valor Esperado do Fator de Desconto

¢ Mas, para resolver problemas de OR, veremos que é bem mais til
saber o fator de desconto esperado EQ[exp(- r t¥)].

@ Saber E[t*] nao é suficiente: E[exp(- r t¥)] > exp(- r E[t¥]).
® Note que nao ha problema em ter caminhos com t* = oo, pois
exp(- r ) = 0. Logo, E[exp(- r t¥)] € [0, 1], é sempre finito.
¢ Pode-se provar a importante formula p/ X seguindo MGB:

- By
B[] - (%) onde X* é o gatilho e X < X*

# Onde B, é a raiz positiva da eq. quadratica p/ o caso de
contingent claims: MGB com tendéncia NR (r — ) e taxa de

desconto livre de risco r: B, = %— @ — 86" + [ —8)6’ — %] + 21/’

+ Vimos nessa parte os métodos do contingent claims (ativos
contingentes) e da programacéao dinamica para obter a
equacio diferencial do valor da opc¢ao e a equacio
quadratica caracteristica, que gera duas raizes, f3, e 3,.

Valor Esperado do Fator de Desconto

¢ No caso de termos uma barreira inferior V** <V (ex.:
V** & um gatilho para exercer uma opc¢ao de abandono
ou de parada temporaria), a equacao fica:

—r T* X BZ , .
E[e ] = (?*) onde X** é o gatilho e X > X**

¢ Onde B, é a raiz negativa da eq. quadratica do caso de contingent
claims: MGB com tendéncia NR (r — 8) e taxa de desconto livre de
risco r: B, = %i—@ — 8o’ — \[(r —8)¥e’ — 4] +2r/c

# No caso de usar o método da programacao dinamica em que
se usa uma tendéncia real o e taxa de desconto exégena
(ajustada ao risco?) p, i. é, se quer E[exp(— p t*)], s6 muda o
parametro beta. No caso de uma barreira superior, o 3, fica:

B, = %— a/e® + \f[a/6® — %] +2pio?
¢ Prova: http://www.puc-rio.br/marco.ind/hittingt.html#proof




Método Integral de Otimizacao sob Incerteza
¢ No livro do DP aparece um esbo¢o do método integral de
otimizacdo no cap. 9 (jogos de opcoes reais).
® Esse método é bem melhor desenvolvido no artigo Dixit &
Pindyck & Sodal (1999), exceto o ultimo exemplo.
¢+ Enquanto que no método diferencial (equagao diferencial
+ condic¢oes de contorno) a otimizacio é colocada nas
condicdes de contorno, no método integral a otimizacao é
colocada nos limites de integracio, onde aparecem os
tempos de parada (exercicio de op¢ao).
® Dias & Teixeira (2003, submetido ao MFJ em 2005) que os dois
métodos podem ser usados para resolver de forma equivalente

a grande maioria dos problemas de jogos de opcoes reais (em
que as estratégias dos jogadores sio estratégias de gatilhos).
% So6 nio resolvem problemas em que os conjuntos de exercicios sdo

desconectados (ex.: exerce se P € [20, 30] U [38, ), mas nio se P
estiver entre 30 e 38). Sao casos mais raros.

Algoritmos Genéticos e Teorema do Esquema

¢ Esquema ¢é um gabarito de similaridade descrevendo um
subconjunto de fileiras (“strings”) com similaridades em
certos pontos da fileira.

® Ex., a fileira (¥, *, ¢, d), onde * é “10”, ¢ um esquema.

¢ Teorema do Esquema: Para a representacio binaria,
pode ser provado que o processamento de uma
populacio de somente n cromossomas, cada geracio do
AG processa de forma util algo como n3 esquemas!

@ Esse ¢ o paralelismo implicito do AG, que explica a sua alta
eficiéncia computacional quando comparado com outros
algoritmos, ver Goldberg (1989, p. 40-45).

¢ Referéncias: Holland (1975): “Adaptation in Natural and
Artificial Systems”; Goldberg, (1989): “Genetic Algorithms in
Search, Optimization & Machine Learning”; Michalewicz (1996):
“Genetic Algorithms + Data Structures = Evolution Programs”
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Cromossoma do AG
¢ Foi adotado um cromossoma simples: heuristica do estudo de
curva de gatilhos para opcoes do tipo americana.
¢ O cromossoma teve dois pontos livres (a, b) + uma funcao
logaritmica com 2 coeficientes (c, d).
= Vetor (a, b, ¢, d)T = (V/D), através da funcio de geracio do (V/D),
= Caso geral: usa s6 pontos livres (varios genes) para casos sem heuristica

Gatilho a | Gatilho b
emt=0,1a. | em1=0,2a. C d
Pontos Livres a, b Funcio =c¢ + d In(1)

¢ Duas restricoes lineares para garantir gatilho ser crescenteem t=T —t:
®b=>a

ec+d*In(02+At)> b

Operadores Genéticos

¢ Dias (2001) usou S operadores, sendo dois de mutacio e
trés de crossover (ver Michalewicz, p.127)

® O programa Genocop III tem 10 operadores genéticos, mas
como a funcio avaliacio é cara, deve-se procurar eliminar
operadores que irdo gerar cromossomas sub-6timos. Ex.:

= “Boundary mutation” é eliminado por que se sabe que
valores nos limites das restricdes sdo sub-6timos (heuristica)
¢ Operador 1: Mutacao Uniforme
® Todos os genes tem igual probabilidade de sofrer mutacao

® Mutacio do gene k: distribui¢do uniforme para sele¢ao do valor
do gene mutante dentro do dominio valido de k.

Mutacio

52163 | 74| 85 52163 [ 21|85

k k
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Operadores Genéticos

¢ Operador 2: Mutaciao Nao-Uniforme
® Operador responsavel pelo ajuste fino
@ Mutacio do gene k: valor do gene mutante x, sofre uma variacio
de +/— A, funcio da relagio (1 — g/ G)", onde:
= g = atual geracao, G = geracio maxima (a especificar) e b é um
parametro que da o grau de nao-uniformidade
= O valor de A diminui com o passar das geracoes (g
aproximando de G). Quandog > G = A—>0
= Assim o operador inicialmente pesquisa de forma uniforme
0 espaco de busca e depois pesquisa bem localmente

Mutacio 52

No Inicio: | 5,2 | 6,3 | 7,4 | 85 6,3 | 2.6 | 85

No Final: | 52 [ 63 | 7,4 | 8,5 M. 52 (63 | 73| 85

Operadores Genéticos
¢ Operador 3: Crossover Aritmético

® Dado dois cromossomas selecionados (pais) J, e J, os filhos J°,
e J’, resultantes do crossover sao tais que os valores dos genes
sao combinacoes lineares dos pais:

eJ,=a.J,+(1-2a).lJ,
eJ,=a.J,+(1-a).J,
® a é randomico escolhido no intervalo [0, 1]
¢ Ex.: para a = 0,5 (“crossover de média”), filhos gémeos:

J, 1,0 | 2,0 | 3,0 | 40 + J, [1of120(13,0( 140
J’, 160 (70 |80] 90 J’, [ 60|70 ]80][90
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Operadores Genéticos

¢ Operador 4: Crossover Simples

® K selecionado a posicio de corte k dos cromossomas
selecionados (pais) J, e J, e se obtém os filhos J°; e J°,

@ Ex.: caso de k = 3 (terceiro gene)

J; 1,0 [ 2,0 | 3,0 | 40 + J, [110f12,0[13,0( 140
J, 1,020 30140 J’, | 11.0(12,0113,0] 4,0

# Michalewicz usa combinacio linear para os novos genes
de forma a garantir ser factivel em termos de restricoes.

# O caso acima seria para a =1 na comb. linear. Se nao for
factivel o algoritmo vai reduzindo o valor de a até chegar a 0

Operadores Genéticos
¢ Operador 5: Crossover Heuristico

® Usa o valor da funcio objetivo para dar a direcdo da pesquisa.
Pai de melhor avaliacido tem mais peso em termos de valor a
ser atribuido em cada gene do filho.

® Operador de ajuste fino e de pesquisa na direciio + promissora

® Maximizacio: se f(J,) > f(J,) entao J’=J,+a.(J, - J))

@ a é um numero randomico do intervalo (0, 1)

® Produz sé um filho, mas pode produzir nenhum (nao-factivel)

* Ex.: 1(J) >1(J,) ea=0,5:

J | 10203040 + J, |11.0]12,0]13,0] 14,0

-_—

J’ [ 16.0| 17,0 18,0 | 19,0




Diferencas Finitas Explicitas

¢ Grid: Espaco de dominio AP x At
® Discretizacdo F(P,t) = F(iAP, jAt) =F, ,
OCom0<i<mel<j<n
% onde m=P_ /AP e n=T/At

E.=p F

i+, j-1

0 —
j +p E,j-1+p F’-l,j-l

Oi+l’j+1 Dominio P x t

i,j+1 t

“Probabilidades” p precisam
O i-1,j+1  ser positivas para obter a
convergéncia (Hull)

Diferencas Finitas Implicitas e etc.

& Diferencas finitas implicitas: conjunto de equacdes
simultaneas, em alguns casos demanda mais tempo de
computacio, mas tem menos problemas de convergéncia

® Tipicamente tem de resolver um sistema de equacdes com
matriz tridiagonal. Menos intuitivo, mas talvez mais promissor
com as abordagens recentes (método de Crank-Nicolson).

¢ Teorema da Equivaléncia de Lax-Richtmyer:

® Dado um esquema de diferencas finitas consistente com o
problema que estamos tentando resolver, entiao a estabilidade é
o0 Uinico requerimento para convergéncia.
= “a consistent finite difference scheme for a partial differential
equation for which the initial-value problem is well posed is
convergent if and only if it is stable”. OBS: no nosso caso “initial”
¢éem t=T (e ndo em t = 0 como no caso da eq. do calor).
® Diferencas finitas implicitas, incluindo o Crank-Nicolson, sao
sempre estaveis e portanto nao gera problemas de convergéncia.

® Mas elas sio menos intuitivas e mais complexas de programar.
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