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Precos/Custos de Mercado
¢ Fluxo de Caixa Descontado (FCD):

=» Trabalha com valores esperados dos precos futuros de
comodities e/ou de custos (valor nico ou tendéncia).

¢ Opcoes:
=» Considera a natureza estocastica dos precos e/ou custos e,

mais importante, as acées gerenciais que sio tomadas nos
projetos devido a essas variacées nos precos.

=» A abordagem por op¢oes é mais realista e mais
adequada do ponto de vista teorico, ao considerar
a incerteza e a reacao racional frente a ela.




Processos Estocasticos
¢ Um processo estocastico X = { X(t),t € T} ¢ uma
colecdo de variaveis aleatorias. Ou seja, para
cada t no conjunto de indices 7, X(t) ¢ uma
variavel aleatoria. Freqiientemente nos
interpretamos t como fempo e chamamos X(t) de
estado do processo no tempo t (Ross, 1996, p.41).
® Quando o conjunto de indices 7 é um conjunto
contavel, temos um processo estocdstico em tempo
discreto. Se esse conjunto € incontavel/continuo, temos
um processo estocdstico em tempo continuo.

=» Qualquer realizacio de X é chamada de amostra de caminho
(“sample path™), que pode ser discreta ou continua.

® Mas no caso de incerteza técnica o indice niio é tempo
= Sao eventos, tais como exercicios de opgoes de aprendizagem

Exemplo: Preco do Petroleo 1970-2004

¢ Precos do oleo Brent (LLondres) e similares de jan/1970 a
out/2004, valores nominais (fontes: FMI/IFS e Pratts).
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Precos do Petroleo em 1996 (Brent)
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OPEP e a Reacao dos Precos em 1999

¢ Pouco depois de alguns cenaristas (ex.: CERA, em The Economist
6 de marco/99) preverem a queda de precos até 5 $/bbl, a OPEP
mostra forca retirando cerca de 2 milhdes de bpd do mercado
(menos de 3% do consumo mundial) no final de fevereiro de 1999.
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Processo Estocastico (indexado pelo tempo)

Processo Estocastico = Tempo + Aleatoriedade

Num intervalo dt, a variacao sera:

d (variavel) = Fator x d (tempo) + Fator x d(aleatoriedade)

+ Ex: Valor do projeto V segue um Movimento Geométrico
Browniano (processo estocastico mais popular)

dVv = a Vdt + oV dz

dz = €, Vdt = Incremento de Wiener
g, ~N(0,1) dz ~ N(0,dt)
dV ~ LogN (a0 V dt, o2 V2 dt)

Processos Estocasticos e Previsao

¢ Pode-se ver um processo estocastico X(t) como uma
previsao E[X(t)] mais um erro dessa previsdo. Ou seja:

X(t) = E[X(t)] + erro(t)

¢ No caso do Movimento Geométrico Browniano (MGB):

dP
— = o dt + o dz
P
Retorno da Parcela Parcela
Variavel = de Valor —+ de Desvio
Estocastica Esperado (variancia)

¢ E comum também tracar intervalos de confianca da
previsdo, usando percentis das distribuicdes

® No caso de P(t) seguir MGB, dP/P tem distribuicdo Normal e
P(t) tem distribuicio lognormal




Movimento Geomeétrico Browniano

¢ No MGB, a variancia cresce com o tempo de previsao

©® Quanto mais longe se tenta prever os precos, mais incerta é
a previsdo. A variancia da distribuicio lognormal aumenta

® Tendéncia: exponencial de crescimento ou de queda
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Processo de Wiener (Movimento Browniano)
¢ O movimento Browniano ¢ também chamado processo
de Wiener e pode ser definido pelas propriedades:
® £ um processo de Markov no sentido que depende do preco
corrente, mas independe da trajetoria dos precos no passado;
® Tem incrementos independentes (variacado num At é
independente da ocorrida em outro At) ; e
® Os incrementos tém distribui¢do Normal com parametros que
dependem s6 do intervalo de tempo: incrementos estaciondrios.
¢ O termo dz = ¢ dt”, implica em mudancgas bruscas:
® Para um pequeno intervalo At, 0o movimento do desvio-padrio
sera muito maior que o movimento do termo de tendéncia: se

At é pequeno, (At)”: ¢ muito maior que At. Isso determina um
comportamento serrilhado dos caminhos do proc. de Wiener.
® Por razoes similares, o processo de Wiener nao tem derivada
em relacio ao tempo no sentido convencional:
= Az/At = g(At)~ %, torna-se infinito quando At se aproxima de zero.




Processos de Markov e de 1to

¢ Um processo de Wiener é também um caso especial de
um processo de difusiao forte (strong diffusion process)
que é uma classe particular de um processo de Markov
em tempo continuo (livro do Merton, p. 121-122 e n. 3).
¢ Processos de Markov independem da historia passada, i.
¢, toda a informacao relevante esta contida no valor
corrente da variavel estocastica
® A distribuicao de probabilidade para x, , , depende
somente de x, e nao do que ocorreu antes do tempo t
(ndo depende de x, onde s < t).
» O MGB ¢ um tipo particular de processo markoviano.
¢ Um processo Browiano generalizado ¢ chamado de
processo de Ito (inclui processos de reversdo a média):
dV = a(V, t) dt + b(V, t) dz

Movimento Geométrico Browniano
¢ No MGB o valor esperado de V no instante ¢,

dado o valor corrente V, é: E [V (1) =V, e*’

@ Para mostrar isso, toma-se o valor esperado de dV e
o termo aleatorio (segundo termo) da equacio do
MGB desaparece (pois E(dz) = 0). Logo:

_ E@VY) Vav _ _
E@V)=o Vdt :>T-udt:>_[vu7_£uat >V -InVo=a -0

ShmV=InVy+at = et V=ghtVetat == gnV, gzt — E[V] = Vg.e*!

¢ Ou seja, espera-se que V cresca exponencialmente a taxa

o. Ja a varidncia de V, dado Vyem t =0, é:
Var [V(t)] = V7 e®t(e® - 1)
¢ Note que se t > o = Var[V] — oo (variancia ilimitada)




Movimento Geométrico Browniano (MGB)
¢ Um processo estocastico indexado pelo tempo ¢ um
mapeamento de probabilidades ao longo do tempo.
® No caso do MGB, a tendéncia é um crescimento (ou queda)
exponencial e os precos tem uma distribuicao lognormal com
variancia crescendo (sem limites) com o horizonte temporal.

Variancia cresce com
o0 horizonte de previsio

»
>

F 3

Distribuicao de
probabilidades
/ log-normal
I:’l] \ tendéncia

ou drift
(aqui a > 0)
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v
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Movim. Geomeétrico Browniano: Exemplo

¢ Seja um projeto cujo valor V segue um MGB, com um
crescimento exponencial esperado o igual a 3% ao ano e
tem uma volatilidade de 20% ao ano.

¢ Se o valor corrente do projeto € igual a 100, qual o valor
esperado desse projeto e seu desvio padrao daqui a 5 anos?

E[V]=Vp.e*! = E[V] =100 &?*% = E[V(})] = 116,18
Var[V(t)] = 100% 2 x003x5 (020x020x5 _ 7y = 29886 —

= Desvio Padrio[V(t)] = 2988,6 * = Desvio Padrio[V(i)] = 54,67

¢ Escreva a equacio estocastica do projeto:

dv=0,03Vdt+0,2Vdz




Martingale e Martingale Descontado

¢ Um processo estocastico X(t) ¢ um martingale sob a
medida de probabilidade P se o seu valor esperado (sob
essa medida P) € o seu valor corrente X(0).

® EP[X(t)] = X(0), t > 0; em geral: EP[X(t) | F(s)] = X(s), V t >,
onde J(s) representa o conhecimento/informacao no instante s
» Ex.: se X(0) =10 e X(t) ¢ martingale = E[X(t)] = 10, para todo t > 0.
©® Martingale é um processo estocastico sem tendéncia (o = 0).
@ Essa teoria é ligada a teoria das expectativas condicionais.

¢ A importancia aqui é porque prova-se que se 0 processo
do valor descontado de um ativo é um martingale sob a
medida Q, entdo o processo do valor descontado de um
derivativo desse ativo também ¢ um martingale sob Q.

® Essa medida em que se toma valores esperados é chamada de
medida neutra ao risco e o desconto é com a taxa livre de risco.
» EQ[e~rt V(t) | F(0)] = V(0); p/ a op¢ao F(V): EQ[e rt F(t) | F(0)] = F(0)

Medida Neutra ao Risco e Valor Esperado

¢ No topico 1.2 foi definida a medida de probabilidade
neutra ao risco (Q) como aquela que faz o retorno
esperado do ativo basico ser a taxa livre de risco.

® E facil ver que isso equivale a subtrair um prémio de risco do
valor esperado do ativo basico V. Seja o caso simples com dois
instantes, V(0) conhecido em t =0 e V(1) estocastico em t = 1.

® Os retornos sob medida real (P) e medida de martingale (Q) sao:
Pryr Qv
=E['\(1)]_1 r - EEIVAOL
A ()] V(o)

® K claro que diminuindo o primeiro do segundo encontra-se o
prémio de risco do ativo basico = 1 — r. Essa subtracio pode
ser vista também em termos de diferencas de valor esperado:

@ EP[V(1)] - EQ[V(1)] = (u—r) V(0) =t V(0), logo a expectativa
neutra ao risco é a expectativa real menos um prémio de risco:

EQ[V(1)] =EP[V()] - n V(0)




Tendéncia Neutra ao Risco em Tempo Continuo
¢ Podemos fazer algo similar em tempo continuo e V t:
V(0) =e FLEP[V(1)] e V(0) = e TtEQ[V(1)]
® Logo, com uma algebra elementar:
ert =EP[V()]/V(0) e e t=EQ[V(t)]/V(0)
In[EP[V(6)]/ V(0)] - In[E?[V(1)]/ V(0)]
— nt = In[EP[V(t)]/EQV(V)]]
= EQ[V(t)] =e "t EP[V(t)]. Logo, com 7t > 0, EQ ¢ igual a
expectativa real E? penalizada por um prémio de risco 7.
® Além disso, se V(t) segue um MGB, EP[V(t)] = V(0) e**. Logo:
EQ[V(D)] = V(0) e~m* (= V(0) e"~9Y)
® Assim, sob medida NR, em vez do drift real o, o MGB passa a ter o
drift NR, i. é, oo — 7. J4 o termo de variincia (c dz) do MGB NR é o

mesmo (prova: Tavella, pasta 76). Se quisermos saber a diferenca
entre os dois valores esperados, uma algebra elementar resulta em:

EQV(D] =EP[V()] - V(0) [e** — e@~P*] = EP[V(t)] —I1(t)

=Tt

Processos Estocasticos Reais x Neutros ao Risco
¢ Foi visto que subtraindo o prémio de risco t da
tendéncia real o, se obtém a tendéncia neutra ao risco
o — 7 e foi mostrado na parte 1 que o — T = r — 0.
® Assim, um MGB neutro ao risco (sob medida de martingale) é:

dP
— = (r-98)dt + ¢ dz’
P
¢ Processos neutros ao risco sio usados em opcoes/derivativos
Y WA,
¢ Dois sample-paths dos “ va 'Uvﬁ\]n\! ST
processos reais e NR I N WARTAV A A
siao mostrados ao lado T ———
(ver planilha): PR s
" \A\AA’:’,\,M ~

At ™
T w




Movimento de Reversao a Média (MRM)

¢ O movimento de reversio a média é um processo de
Markov, mas, ao contrario do MGB, o sentido e a
intensidade da tendéncia dependem do preco corrente.

¢ O MRM aritmético, chamado Ornstein-Uhlenbeck, é:
dx = (X —x)dt + cdz
¢ Onde: n = velocidade de reversio e x = média de longo prazo
(valor de equilibrio)
¢ Na equacio acima, ¢ comum modelar os precos P com
reversao usando relacées como x = In(P) p/ evitar P(t) <0.

¢ Outros modelos de reversao a média sio o MRM
geométrico (Dixit & Pindyck) e o de Battacharya. Resp.:
dP

P
¢ Ver também www.puc-rio.br/marco.ind/revers.html

- n(P-P)dt+ gdz | dP =n(P-P)dt+cPdz

Reversao a Média de Longo Prazo

¢ No caso do processo de reversiao a média, a tendéncia é o
preco reverter para um nivel de equilibrio do mercado,
P, chamada de média de longo prazo. Analogia: mola.

® Nesse caso a variincia cresce inicialmente e depois se estabiliza
® Figura: varidncias ~ iguais em t; , t; , t, (i. &, ~ estaveis apés ;)
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Reversao a Média: Caso Simples
¢ O caso mais simples é 0 do MRM aritmético, chamado
Ornstein-Uhlenbeck (que pode gerar valores negativos):

dx = (X —x)dt + ocdz

¢ O método geral de obter os momentos probabilisticos de
processos estocasticos é através da equacao diferencial
da densidade de probabilidade (eq. de Komolgorov).

® DP (apéndice do cap. 3) usam a eq. diferencial de Komolgorov
p/ mostrar a média e a varidncia do MRM aritmético, que sdo:

E[x(T)] =x(0) e " T+ (1-¢"7T)

2
o

Var[x(T)]=(1-¢ ") —

21
¢ Se t —» o0 = Var[x(t)] - ¢*/2n e nio para « como no MGB.
Logo, ao contrario do MGB, o MRM tem variancia limitada.

Reversao a Média e Microeconomia
¢ Se os precos do petroleo (ou de outra commodity) estao

“baixos” (abaixo do preco de equilibrio de longo prazo):

©® A demanda tende a aumentar e a oferta tende a diminuir:

=» Empresas e pessoas tendem a consumirem mais derivados de
petroleo por estarem “baratos” (ex: “carrdes” nos EUA/anos 90);

=» Oferta tende a cair pois os projetos sao postergados; manutencio
em pocos sao adiados; OPEP tende a reduzir cotas de producio;

=» Campos marginais/maduros comecam a apresentar prejuizo e
podem ser fechados; companhias de petroleo pequenas fecham.

® A deplecio aumenta e a exploracao tende a ser reduzida:

=» Apesar da atividade ser de longo prazo, firmas tendo menores
receitas e tendo de ter lucro, reduzem o investimento em exploracio

¢ Se 0s precos estao “altos” (2005), ocorre o inverso.
¢ A reversao, no entanto, é tipicamente lenta.

® Se os precos do petroleo estao “altos”, leva tempo até para
desenvolver um campo ja descoberto (~ 3 anos no mar).

11



Reversio a Média nos Precos do Oleo

¢ Evidéncias empiricas e l6gica microeconémica (forcas de
oferta x de demanda, etc.) indicam o processo estocastico
do preco do 6leo como tendo o componente de MRM.

¢ No entanto, testes econométricos so rejeitam o MGB
para séries muito longas (ex.: Pindyck & Rubinfeld
usaram série com 117 anos e rejeitaram o MGB).
® Com séries de 30 a 40 anos nio se consegue rejeitar o MGB!

¢ Precos do mercado futuro (estrutura a termo) é outro
indicativo da presenca do processo de reversiao a média,
pelo menos dentro do horizonte de até ~ dois anos.

® Estruturas backwardation para precos “altos” e de contango
para precos “baixos”, sdo coerentes com a hipotese de MRM.

® Volatilidade maior dos precos spot e menor para precos
futuros é mais coerente com a reversiao a média.

¢ “Filme” da estrutura a termo do mercado futuro de petroleo

Precos do Oleo no Mercado Futuro

¢ A estrutura a termo dos precos do mercado futuro indica a
existéncia de forcas de reversao para um nivel de equilibrio.

Figure 3. Term Structure of Oil Futures Prices at Various Dates

Baker & Mayfield & Parsons (1998)

by backwardation
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Petroleo: Precos Spot x Preco Futuro

¢ Note que os precos spot (“a vista”) sdo mais volateis, alcancam

valores mais extremos que os precos do mercado futuro.

Brent Prices: Spot (Dated) vs. IPE 12 Month
Jul/i1996 - Jan/2002

— Brent Platt's Dated Mid (US$/bbl)
35 1| — BrentIPE Mth12 Close (US$/bbl)

8

Brent (US$/bbl)
N
5

]

-
o
=

10 4

996
996
997
997
997
997
998
998
998
998
999
999
999
999
000
2000
2000
2000
2001
2001
2001
2001

22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,
22,

7
10,
1
4
7
10,
1
4
7
10,
1
4
7
10,
1
4
7
10,
1
7
10,
1

Preco do Mercado Futuro e Futuro Pre¢o Spot
¢ A pergunta natural é: serd que o prego do petroleo de um
contrato do mercado futuro hoje (ex.: p/ entregaem t=1
ano), € uma boa previsao do futuro prego spot (no ex., p/
daqui a 1 ano)? Isto é, sera o preco futuro = E[P(t=1)]?
® R: O preco hoje do mercado futuro 7, p/ t ¢ uma estimativa

conservadora (i.é, tendenciosa para baixo) do valor esperado do
futuro preco spot E[P(t)]. A diferenca é o prémio de risco 11> 0:

F. = E[P(t)] - 11(t)

® A razio ¢ simples: um comprador de um ativo de risco
(ex.: 1 bbl de 6leo) no mercado futuro esta incorrendo no
risco daquele ativo se desvalorizar na data de vencimento.
= P/ o investidor aceitar esse risco, ele exige um prémio (desconto em P).

@ Como vimos que subtrair um prémio de risco de uma média é
uma média neutra ao risco, F, ¢ a expectativa neutra ao risco

do futuro (em t) preco spot desse ativo. Sera mais formalizado.
¢ Ver: http://www.fenews.com/fen36/teach notes/teaching notes.htm
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Mercado Futuro e Taxa de Conveniéncia

¢ O preco no mercado a termo (forward), que é igual ao do
mercado futuro (assumindo juros r constante), 7, em

relacdo ao preco corrente (spor) P dum ativo com taxa de
dividendos (ou taxa de conveniéncia, se commodity) 0 é:
.ﬁ = Petr-dt (= F, é a expectativa NR de P)
¢ Antes de provar essa equaciao devemos notar que ela é
util para estimar a taxa de conveniéncia (convenience
yield) do preco de uma commodity, a ser usada em OR:
investimentos em petroleo, agri-business e mineracio.
® A taxa 0 é um fluxo de beneficios de possuir estoque fisico (em
funcao do risco de escassez) e € liquido do custo de estocagem
(Kaldor, 1939; Working, 1948, 1949; Brennan, 1958).

® Podemos calcular taxas 9, diferentes para cada contrato futuro
F.. Em OR usamos o § de contrato com t mais longo (+estavel).

+ K facil ver que na expiracio t os pregos convergem: P(t) = JF (t).
® Caso contrario, nessa data t se faria arbitragem instantinea!

Relacao entre Precos Futuros e Spot
¢ E facil ver que se um ativo nao tem dividendo (6 = 0),
entio o preco forward (futuro) tem de ser F, =e"t P.
® Se F, > e"t P, se poderia obter um ganho por arbitragem

emprestando a uma taxa r um valor P, comprando o ativo por
P e entrando num contrato futuro de valor F,. Total caixa = 0.

® No vencimento, ele entrega o ativo em troca do pagamento F,
com o qual se paga o empréstimo (e"t P), lucrando a diferenca.
® Se F, <e'tP, se faria as operagdes inversas, com arbitragem.
¢ No caso com dividendo 6 > 0, note que para ter uma
unidade do ativo no vencimento, em vez de comprar
uma unidade do ativo em t = 0, basta comprar e 3tP e
reinvestir todos os dividendos no ativo para ter P em t.
® Assim, s6 precisa pegar emprestado (em t = 0) o valor e 3t P. Na

expiracgio ele pagara e't (e 3t P) = e~ 9t P ¢ entregara seu ativo,
recebendo F,. Logo, p/ ndo ter arbitragem temos F, = e -9t P,

¢ Futuros de divisas (ex.: dolar): juros externos faz papel de d.

1 /



Qual o0 Melhor Modelo Estocastico?

¢ Um razoavel mapeamento probabilistico ao longo do
tempo (processo estocastico), mesmo nio sendo
perfeito, ¢ melhor do que nenhum mapeamento.
® Erro com a visiao deterministica é, em geral, bem maior

¢ O modelo mais simples (matematicamente) e mais
usado é¢ o Movimento Geométrico Browniano (MGB)

® A rigor o MGB é um 6timo processo para precos de acgoes,
ouro, indice Ibovespa, etc. (ativos financeiros em geral),
mas também para demanda de novos produtos, terrenos
¢ O modelo de reversao a média ¢ considerado o mais
logico para commodities e para taxa de juros
® No entanto, o processo puro de reversao para um nivel
fixo ¢ demasiado “previsivel” e pode ser pior que o MGB

® Por isso ¢ mais realista combinar o MRM com um MGB
para o nivel de equilibrio ou com processo de saltos.

Processos Estocasticos para Precos do Oleo

¢ Existem varios modelos de processos estocasticos para precos do
6leo na literatura de op¢des reais. Eu classifico eles em trés classes

Type of Stochastic Model Name of the lodel Main Reference
Unpredictahle Model Geometric Brownian Motion {(GBM) Paddock, Siegel & Smith (80 °s)
Predictable Model Pure Mean-Reversion Model (MRM) Schwartz (1997, model 1)
Two and Three Factors Wodel Gibson & Schwartz (1990), and

More Realistic Models Schwartz (models 2 and 3)

Reversion to Uncertain Long-Run Level Pindyck {1999) and
Baker, Mayfield & Parsons (1998)

MMean-Reversion with Jumps Dias & Rocha (1998)

¢ As propriedades adequadas do Movimento Geométrico Browniano
(poucos parametros para estimar, homogeneidade do ativo basico e
da opcio) é um grande incentivo pratico para seu uso.

® Pindyck (1999) escreveu: “é improvavel que a premissa do MGB
leve a erros significativos na regra otima de investimento”

14



Simplicidade do Mov. Geométrico Browniano
¢ O uso do MGB em modelos de op¢cdes ¢ mais simples por
ter menos parametros para estimar e por causa da
homogeneidade da equacao diferencial.
® Temos de estimar somente os parimetros r, d e G.
® Na rever. a média temos de estimar ao menos r, G, |1, 1 € P
¢ A homogeneidade ocorre tanto na equacao do valor da
op¢ao como na propria equacao original do MGB:
® Ex.: Se o0 preco P segue um MGB e o valor do projeto V ¢é
proporcional a P (isto é, V =k P), entdo V segue também
um MGB e com os mesmos parametros do MGB de P:
»dP =P dt {oPdz e V=kP=>kdP=okPdt+ckPdz=>
» d(k P)=a (k P) dt + 6 (k P) dz= dV =@V dt +@V dz
=» Uma demonstracio usando o Lema de Ito tem no website.

¢A homogeneidade da opcio sera vista depois. Essa ndo ocorre
p/ a reversao a média (distr. de retornos depende de P em t = 0)

Processos de Saltos de Poisson

¢ E um processo de Markov que conta o numero de eventos

aleatorios independentes ao longo do tempo, N(t).

® E um processo de contagem particular, com incrementos
independentes e estacionarios (s6 depende de At), com N(0) =0
e com o numero n de eventos em At tendo uma distribuicdo de
Poisson: Prob{N(t + At) — N(t) =n} = exp(— A At). (A At)"/ n!;

® E[N(At)] = A At; A € a freqiiéncia de ocorréncia de um evento;

® Se o intervalo At é pequeno, Prob{n > 2} = 0 (ou o(At));

® O tempo entre ocorréncias de eventos tem distribuigdo
exponencial com média 1/A.

® Processo usado para modelar a ocorréncia de eventos raros,
tais como a ocorréncia de um sinistro (induastria de seguros), a
entrada de um concorrente (visido exégena), uma crise, etc.

+ Em financas/opc¢oes reais ele ¢ mais usado combinado com

um processo de difusdo (jump-diffusion ou Poisson-Gaussian).
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Processos de Poisson: Tipos

¢ O caso anterior ¢ dum processo de Poisson homogéneo.

¢ Um processo ndao-homogéneo de Poisson nao requer a
premissa de incrementos estacionarios e em vez de A
constante, a freqiiéncia de saltos ¢ uma funcio do tempo.

#® Processo composto de Poisson (muito usado):

® Seja @, uma seqiiéncia de variaveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.). Essas distribuicoes de
probabilidades idénticas aqui podem ser interpretadas como
distribuigoes de tamanho do salto (“jump-size distributions”).

® Seja N(t) um processo de Poisson independente de ®,. O
seguinte processo ¢ chamado de Processo composto de Poisson:
Nit
Xity= Y. &
j=1
¢ A soma de dois processos compostos de Poisson independentes
(ex.: jumps-up + down) ¢ um outro processo de Poisson composto.

Exemplo de Saltos de Poisson: Salario
¢ Seja uma trabalhadora que ira trabalhar 40 anos. Seu
salario inicial ¢ S; = RS 1.000,00 por més. Ao longo de
sua vida ela tera reajustes que ocorrem aleatoriamente
com freqiiéncia de Poisson A =1 por ano.

® O percentual de reajuste (salto percentual no salario) ¢ uma

variavel aleatdria ¢ com a seguinte distribuicio discreta:
jump-size probabil.

0 10%

Tamanho do Reajuste 5% 25%
(jump-size) ¢ = 10% 30%

15% 25%

20% 10%

¢ O salario ao longo do tempo S(t) pode ser descrito pela
equacao diferencial dS =S dq, dado S, onde:

dqg = |0 com probabilidade 1 — 7 dt
¢ com probabilidade 7. dt




Simulacao do Processo Puro de Saltos
¢ A figura mostra uma possivel amostra de caminho

(sample-path) do processo de Poisson composto puro
(ndo-combinado com difusio) do exemplo. Ver planilha.

Evolugéo do Salario com Saltos Aleatérios

35000
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20000 J

15000
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Processos Mistos de Difusao com Saltos
¢ Um processo misto de difusao com saltos de Poisson:

edV = a(V,t)dt + b(V,t)dz + Vdq
® Com dz (Wiener) e dq (Poisson composto) independentes; e

0 com probabilidade 1 - % dt
¢ com probabilidade 7. dt

¢ Merton (1976) justificou 0 modelo para acoes V:
@ Em caso de noticias normais, V segue um processo de difusao

(MGB em Merton), mas em caso de noticias anormais (raras,
mas de muito impacto) ocorre o evento de Poisson (salto em V)

dqg =

® Para opcoes européias sob um processo de MGB + Poisson em
que o tamanho dos saltos tem distribuiciao lognormal, Merton
(1976) encontrou uma solucao analitica.
¢ Em vez do MGB, pode-se usar um processo de reversdo a
média. Ex.: modelos para taxa de juros e para cambio

® Reversao + jumps em OR: Dias & Rocha (1998) os pioneiros.
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Processo de Jump-Reversao: os Sample Paths
¢ Um outro modelo de reversao + jumps foi usado no financiamento de
Marlim. Ver www.puc-rio.br/marco.ind/sim_stoc_proc.html

® Na simulac¢io de precos do petroleo, a freqiiéncia é de 1 salto a cada 5 a.

Jump-Reversion Simulation: Low-Frequency Jumps
100 iterations

80

Price ($/bbl)

0 05 1 156 2 25 3
Time (years)

Motivacao para Processos de Saltos de Poisson
¢ Vemos saltos (jumps) nos precos do 6leo em ambas diregoes,

dependendo do tipo de noticia anormal: jumps-up em 1973/4, 1978/9,
1990, 1999, 2002; e jumps-down em 1986, 1991, 1997, e 2001

ominal Monthly Oil Prices - Brent IPE (1° month) and Similar Oils

Jumps-up

\\\ i /| Jumps-down
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]
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Processo de Poisson Compensado
¢ Um modelo com vantagens praticas usado algumas vezes
(Merton, 1976; Dias & Rocha, 1998), é o processo de
Poisson compensado. Permite usar a medida martingale.
® Parte do principio simples: Se um processo estocastico nio ¢
um martingale, entdo subtraindo uma apropriada “média” ele
pode ser tranformado em martingale (ex.: Neftci, 1996, p.115).
® Um processo de Poisson N, ¢ um processo de contagem e, logo,
aumenta com o tempo e nio pode ser um martingale. Mas um
processo de Poisson compensado (N* =N, — A t) é um
martingale (Neftci, 1996, p.116; Neftci, 2000, p.179).
® No caso do processo de Poisson composto (ex.: combinado com
processo de difusdo), a média de dq é E[dq] = E[¢] A dt. Assim:
dP = [a(P,t) - A k] dt + b(P,t)dz + Pdq ,com k=E|[¢]
® No caso de Merton (1976), a(P, t) = o P (difusao é MGB); e em
Dias & Rocha (1998): a(P, t) =n ( P — P) P (difusdio ¢ MRM).
¢ Eu tenho usado modelo com jumps simétricos (tamanho dos
saltos com média igual a zero): ai nio precisa compensar.

Processos de Difusao com Saltos: Pros & Contras
¢ A vantagem do processo de difusdo com saltos é que
descreve melhor a realidade de dois pontos de vista:
® Estatistico: explica fenomenos empiricos encontrados em séries
temporais tais como assimetria de retornos (skewness) e maior
probabilidade de eventos extremos (distribuicio ¢/ fatter tails).

® Econdémico (lIégica microecondmica): especialmente no caso de
reversio a média. Os saltos evitam o excesso de previsibilidade.

¢ As duas maiores desvantagens sao:

® Com a existéncia de saltos, em teoria niio é possivel construir
um portfolio sem risco, a menos que o risco dos saltos tenha
prémio de risco igual a zero. Foi o que Merton (1976) assumiu.
= O debate é saber se é razoavel dizer que os saltos num certo modelo tém
correlacio zero com a economia.
® Aumenta a quantidade de parametros a serem estimados no
nosso modelo, inclusive da distribuiciao de tamanhos de salto.
= Como saltos sio eventos raros, os dados também sio raros ...
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Processos Mais Gerais: Processos de Lévy
¢ Processo de Lévy € um processo estocastico com

incrementos estacionarios e independentes, e caminhos
continuos em probabilidade. Em geral é ndao-gaussiano.

® Uso em finangas é recente. Os processos de Wiener (MGB,
etc.) e de Poisson sdo casos particulares do processo de Lévy.

® A combinacao de processos de Poisson com 0 movimento
Browniano é relacionado ao processo de Lévy:
= Karlin & Taylor (""A Second Course in Stochastic Processes",

p-432) diz: “Um processo geral de Lévy pode ser representado
como a soma de um movimento Browniano, uma translagdo
uniforme e um limite (no caso, uma integral) de uma familia de
processos compostos de Poisson de um pardmetro, onde todos os
processos que contribuem sdo mutuamente independentes".

® Nos processos de Lévy os “saltos” sao chamados de " Lévy flights*.

¢ Processos de Lévy podem ter mais de uma medida equivalente de
martingale implicando em mercado incompleto (ha divergéncias).

Incerteza na Curva de Demanda
¢ Suponha uma curva de demanda de um produto qualquer. Ela
relaciona precos com a demanda. Preco mais baixo significa maior
demanda e precos altos reduzem a demanda pelo produto.

¢ Ver os graficos das curvas de demanda exponencial e linear: planilha

¢ Existe incerteza na curva de demanda, ou seja, a curva de demanda
futura pode estar mais elevada refletindo uma economia aquecida ou
pode estar mais baixa refletindo um desaquecimento do consumo

¢ Existem varias maneiras de modelar a incerteza na curva de

demanda. Ex.: o valor do fator Y nas curvas abaixo é estocastico.
Curva de Demanda Linear

Curva de Demanda Exponencial
1200 P P=Y=25.Q —t ¥ = 1000
1000 ¢ " o —i— ¥ =600

——1=1000 a0

184 12 8 0
o 5 i0 15 20 0 5 10 15 2
Produgio da IndOstria () (em milhares) Produgde da Indostria (Q) (em milhares)




Processos Estocasticos e Sazonalidade
¢ Sazonalidade ocorre com algumas commodities tais
como gas natural, gasolina (EUA), eletricidade, etc.
® Veriao no Brasil significa aumento na demanda de eletricidade;
verao nos EUA significa aumento na demanda de gasolina; etc.
¢ Sazonalidade pode ser incorporada nos processos
estocasticos usuais de precos (ou demanda) alterando o
termo da tendéncia para incluir esse efeito
@ Ex.: Uma fun¢io periddica m, para um processo de reversio a
média de precos duma commodity (P). Fazendo p = InP:

=% dp =1 (p—m) + c dz ; onde m, ¢ uma funcio ciclica em que p reverte
(ex.: sendide com o maximo no pico esperado da estacio).
® Dornier and Queruel (2000) modelaram a temperatura (T) de
Chicago como: dT =7 (T -0,) dt + dO, + c dz

% 0, ¢ a temperatura média (no qual ha reversiio), uma func¢io do tempo
incluindo a sazonalidade e uma tendéncia linear devido ao global

warming (aquecimento global), por ex: 0, =a+bsin(wt) +ct.

Produtos com Ciclo de Vida

¢ Produtos com ciclo de vida tais como os chips de memoria
DRAM tem curva de demanda crescente seguido de curva de
demanda decrescente. SAo modelados com um processo
estocdstico com mudanca de regime.

DRAM Unit Shipments (in millions) 64 KB
256 KB

1MB
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Modelo para Produtos com Ciclo de Vida
¢ Para modelar a incerteza na demanda dado que existe
mudanca de regime (demanda crescente seguida de
decrescente), se usa dois movimentos Brownianos, um com
tendéncia o positiva e outro com tendéncia o, negativa.

¢ O instante de troca de regime (crescente para decrescente)
¢ incerto, mas com probabilidade crescente. Exs.:

® Colocar a probabilidade de mudanc¢a como alguma funcio do
parametro da demanda 0 ou como func¢do das vendas acumuladas

® Bollen (1998) usa distribuicido acumulada normal do tempo © desde t,
para a probabilidade de mudanca de regime. Ex.: Para uma
distribuicdo ® com mudanca de regime esperada de 5 anos e com
desvio-padrao de 1 ano, a demanda é decrescente no ano 4 com 2,28
% de chances; no ano 6 com 50% de chances; e no ano 8 de 97,72 %.

® Os objetivos sdo: (a) calcular o valor da firma que tem as op¢oes
de expansio e de contragio de acordo com o nivel de demanda;
(b) escolher a capacidade inicial 6tima.

= Ele calcula para o caso de monopdlio, mas a extensdo para duopélio
(ou oligopdlio) nao é dificil (especifica equilibrio, veremos no 2° sem.)

r
Arvore Pentanomial
¢ Bollen usa uma estrutura pentanomial para modelar a incerteza,
sendo os dois ramos superiores representando o crescimento e os
dois de cima representando o decaimento da demanda.

¢ O quinto ramo (central) é conveniente para a arvore recombinar.
Com 4 ramos haveria problemas computacionais ja que a arvore
nio recombina. A arvore de 5 ramos permite grande economia:
@ Ex.: para uma arvore com 500 passos-tempo, com 5 ramos em vez de
4 ramos se obtém uma reduciio de 99% na quantidade futura de nos.

t, t, ty

Numero de nos:
155;9;...4t+1,
parat=0; 1; 2...
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Estimativa de Parametros: MGB
¢ Seja P, o preco no instante t. O primeiro passo ¢ pegar

os dados (série temporal) e calcular os logaritmos In(P,)
¢ Se 0s precos seguem um movimento geométrico Browniano
(a, ©), isso implica na seguinte equacio em tempo discreto:
In(P,))=a+InP,_,) t¢g

» seqiiéncia i.i.d. €, ~ Normal(0, %/N); para dados didrios, N = 252
% Corrigimos com N para obter parametros anuais (para dados mensais, N = 12)

» Var[ln(P)—In(P,_,)] =Var[g]=c/N = 6> =N Var[ln(P,/P,_,)]
» o =N {Média[ln(P,/P,_,)] + 0,5 c?/N} (Winston, 1998, p.328)
® Com dados diarios, para calcular a volatilidade no MGB, basta
calcular a variancia de In(P,/P,_, ), multiplicar por 252 (para
passar para variincia anual) e extrair a raiz quadrada
¢ O MGB pode ser testado, por ex., checando a hipotese do

coeficiente de In(P, _, ) nessa regressio ser unitario.
» E chamado de teste da raiz unitdria de Dickey-Fuller

Estimativa em Reversao a Meédia

¢ Na reversao a média, o coeficiente de In(P,_, ) na equacio
anterior sera menor que um. Seja a equacio mais geral:
In(P,)=a+bIn(P,_,) +¢
® Deixaremos os dados dizerem sobre b em vez de estipular b=1
® Se 0 <b <1, teremos indicios de reversao a média
¢ Faca a regressao [In(P,) — In(P,_,)] versus In(P,_,):
In(P,)—In(P,_,)=a+(b-1)InP,_,) +¢

¢ As seguintes formulas permitem estimar um processo de reversio
para o logaritmo dos precos (Dixit & Pindyck, p.77, corrigido):

en=-Inb).N e G=GEW}2]]21]’
b -1

¢ O nivel de reversao ja em termos de preco de equilibrio
¢ dado pela equacao (prova: Sheldon Ross, 1999, p.171):
® P = exp[(a+0,56%N)/(1-Db)]
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Regressao Para Precos do Petroleo

¢ Fazendo a regressao [In(P,) — In(P,_,)] versus In(P,_,) para
os precos do petrdleo Brent (de jan/1970 a out/2004), se a
inclinacao da reta for ~ zero, nao se pode rejeitar a hipotese
de MGB. Se a inclinacio for negativa, ¢ indicio de MRM

@ A figura mostra a inclina¢ao = zero (MGB nio é rejeitado)

® O fteste da raiz unitaria de Dickey-Fuller tb. nao rejeita o MGB
1,4

1,2 +
1,0
038
0,6
04
02
0,0 -7
02 T 1 2 "I ;.t‘n: d
-0,4

y = -0,01695x +0,05493

Ln(PY _ Ln(Pe-1)

Critérios para Escolha do Estimador
¢ Pindyck (1999) e Dixit & Pindyck (1994) recomendam uma
série longa de precos para estimar parametros de tendéncia
©® Com apenas 30 a 40 anos nio se rejeita a hipotese de MGB
@ Com série longa se observa uma reversao lenta (H =5 anos)

® Tem muita gente estimando parametros de reversio com série
temporal de apenas dois a 5 anos: estimadores nao-confiaveis
¢ O livro de econometria de Campbell & Lo & MacKinlay (1997,
p-364) demonstra isso. O melhor estimador é o estimador de
menor variancia e critério depende do parametro a estimar:

® Drift: quantidade de dados nao resolve. O melhor estimador é
aquele baseado no maior intervalo de tempo. Var(ﬁt) ~o?/T
= Usar séries longas (duas ou mais décadas) para estimar tendéncia.

® Volatilidade: aqui a quantidade de dados ¢é o que resolve e nio
o intervalo tempo (ao contrario do drift). Var¢d ) ~2 o¥/n

=» Usar dados didrios para estimar volatilidade.
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Incerteza em Func¢oes Concavas e Convexas
¢ O efeito da incerteza em funcoes depende se a funcao é

linear, concava ou convexa. Esse efeito é conhecido por
desigualdade de Jensen e quantificado com o lema de Ito.

® Desigualdade de Jensen: se x é variavel aleatoria (v.a.) e
f(x) é uma funcao (estritamente) convexa de x, entio:
E[f(x)] > f(E[x])
= Logo, se o valor esperado de x permanece 0 mesmo, mas
sua varidncia aumenta, entao E[f(x)] aumenta. Ex.: opcio.

» Se g(X) é funcao (estritamente) concava de x, e x for v.a.,
basta inverter a desigualdade: E[g(x)] < g(E[x])

= Se h(x) é funciio linear da v.a. x, entao: E[h(x)] = h(E[x])

¢ Ex. (DP, p.49): r é a taxa de desconto e a perpetuidade f(r) de $1 € 1/r.
Ser=10% = 1/r = $10. Se r é v.a. com distrib. discreta {r =5% com
50% chances; r = 15% com 50% chances}, i. é, E[r] = 10%, o E|.] de f(r)
€ maior que $10: E[f(r)] = 50% (1/0,05) + 50% (1/0,15) = 13,33 > 10

Barreiras Absorventes e Refletoras
¢ Um processo estocastico X(t) pode atingir um nivel

superior ou inferior onde algo ocorre com o processo.
® Esse nivel é chamado de barreira, que pode ser absorvente,
refletora ou eldstica (parcialmente absorvente ou refletora).

¢ Uma barreira é absorvente quando o processo
estocastico termina assim que ele toca nessa barreira.

® Ex.: processo estocastico do valor de um projeto V(t) toca num
nivel superior V* (gatilho) onde a opcao é exercida. O processo
de V(t) deixa de ter interesse e termina para efeitos praticos.

® O valor de uma firma em industria declinante atinge um valor
inferior V** em que a firma entra em faléncia (abandona).

¢ Uma barreira é refletora quando o processo estocastico é
refletido (direcio oposta) apos tocar essa barreira.

® Sera muito usado em jogos de opg¢oes: o preco de uma
industria nio consegue superar P*, pois as firmas inundam o
mercado de produtos (exercem op¢des) quando P atinge P*.
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Tempo de Toque de um Processo Estocastico
¢ “First hitting time” ou “first passage time” ou “first exit
time” denotam o primeiro instante em que um processo

estocastico toca (ou cruza) um certo valor (ex.: o gatilho)

0
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]

AN

P

=

=

il Price ($/bbl)

Ver planilha.
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¢ A definicio de first hitting time T*(V =b) =T", para um
processo estocastico V(t) alcancar (ou cruzar) a barreira
b, assumindo que o processo inicia com V(t=0) <b, é:

T'=inf{t>0;Vi{)2b} ; onde o infimo de um conjunto vazio ¢é infinito

First Hitting Time: Aplicac¢oes
¢ Tem inumeras aplicacoes em opcoes e jogos de opcoes
® Planejamento: se um projeto nio esta “deep-in-the-money”,
qual o tempo esperado para ele atingir a curva de gatilhos?

® Cailculo da opcao: exerce a opcio em t* (t que atinge o gatilho),
o valor da op¢ao F(0) é o payoff descontado por E[exp(— r t¥)].

® No primeiro caso se considera o processo real e no segundo
€aso o0 processo estocastico neutro ao risco.

Two Sample-Paths, Variable Barrier and Hitting Times
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Valor Esperado do Tempo de Toque E[t*]
¢ O valor de E[t*] depende da tendéncia do processo
estocastico. Ex.: p/ uma barreira superior P*, o processo NR
demora mais do que o processo real para atingir P*.
¢ O calculo do valor esperado desse tempo de toque, E[t*], é
relevante p/ planejamento de portfolio (processo é real):
® Quando é esperado o exercicio da OR de investir num projeto?

¢ Se 0 ativo basico V segue um MGB com drift a e valor
inicial V, entao E[t*] até uma barreira superior b fixa é:

1 b 1
a-1lg? ln(Vo) se o> 30

E[ t*(V =b)] =

{com b > V) 00 se (I.S%Gz

® Mais detalhes: http://www.puc-rio.br/marco.ind/hittingt.html

® Ver planilha simula-hit time.xls que inclui formulas (MGB) p/
densidade de probabilidade de t*, probabilidade acumulada de
atingir b e probabilidade de eventual toque p/ 1 e 2 barreiras.

Valor Esperado do Fator de Desconto
¢ Mas, para resolver problemas de OR, veremos que ¢ bem
mais util saber o fator de desconto esperado E|[exp(-r t¥)]
@ Saber E[t*] ndo é suficiente: E[exp(- r t¥)] > exp(- r E[t¥]).
® Note que niio ha problema em ter caminhos com t* = oo, pois
exp(- r o) = 0. Logo, E[exp(- r t¥)] € [0, 1], € sempre finito.
¢ Pode-se provar a importante formula p/ X seguindo MGB:

_ By
E[e * T*:l = (%&) onde X* ¢ o gatilho

¢ Onde B, é a raiz positiva da eq. quadratica p/ o caso de
contingent claims: MGB com tendéncia NR (r — J) e taxa de

desconto livre de risco r: b = %— @ —8)/6" 1 [l —3ys” %] + 2r/a°
¢ No caso de usar tendéncia real o e taxa de desconto exégena
(ajustada ao risco) p, i. é, E[exp(— p t¥)], s6 muda o [3;:
B, = % — a6’ + \f[a/e® — %] +2pic’
¢ Prova: http://www.puc-rio.br/marco.ind/hittingt. html#proof
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MATERIAL
ANEXO

Os anexos nos materiais do curso contém slides
que reforcam os conceitos tedricos e
apresentam exemplos adicionais que nao serao
discutidos em sala de aula, mas que podem ser
uteis para um melhor entendimento de
conceitos apresentados.

Exemplo: Movim. Aritmético Browniano
¢ Considere a seguinte versao discreta de um
movimento aritmético Browniano para V
AV = aAt + be At
Sendo: valor esperado (ou média) de AV=V, -V, = aAt
variancia de AV =b? At
¢ O caixa de uma firma tem hoje $50, tendéncia de subir
$20/ano e um desvio padrao anual (b) de b = $30/ano.

Qual o valor esperado e o desvio padrao do caixa da
firma daqui a 1 ano, se o caixa segue o processo acima?

® Daqui a 1 ano amédiaserade 70 (=V,+at=50+20x1)
® O desvio padrao sera de 30 (= bVAt =30 x 1)

@ Exercicio: Resolva para o caso de 6 meses
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Precos do Oleo em 1997 e a Crise da Asia

¢ Em novembro/97 os precos do petréleo comec¢am a cair
muito rapidamente. A crise da Asia foi o fator mais
importante, mas inverno ameno e atuacio da OPEP sio os
outros fatores que fizeram a oferta superar muito a demanda

WTI Crude il - Daily Posted Price in 12 previous months

$/BEL
@

data provided by |
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copyright oilworld.com, Inc.
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Precos do Petroleo (120 anos)

¢ Precos reais (ndo-nominais), mas com dolar de 1967

Preco do Petrdleo ( em dolares de 1967, por barril)
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Precos do Petroleo: Corrente e Pico Real Historico
¢ Em termos reais, os valores recentes (recordes nominais)
estao abaixos do pico real historico do inicio dos anos 80.
® O pico real depende do indice de inflacio usado para corrigi-
los (varia de 70 a 80 US$/bbl conforme a fonte).

NYMEX Crude Oil Futures
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Figure 3: Nearby Futures WTI Crude Price Series Figure 5: Nominal vs. Real Crude Oil Dollar Values
(WTRG 2004)% (Bloomberg 2004)"

Mudanca nos Precos de Longo-Prazo
¢ Alguns autores dizem que existe uma mudanca de patamar
de longo-prazo, pois o volume de novas descobertas nio tem
acompanhado o crescimento da demanda de petroleo
® O fato é que os cenaristas tém errado muito na previsao de precos.

GROWING GAP BETWEEN OIL PRODUCTION, DISCOVERIES g Tt

B Discovered

—— T B Fulure discovery

= Prgduction

a0

an

30

Bilkan bliyess

1933 1940 IAsn IREN igm 1540 1980 anin M Won MM ddn Inen

Figure 1: Qil Preduction versus Discoveries
(International Petroleum Encyclopedia 2004) "
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Incertezas em Custos e Precos

¢ Custos de sondas e precos do petroleo aparentemente
tem correlacio positiva (fonte: Petrodata)

OIL PRICE VS DAY RATES
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Reversao a Média de Longo Prazo

¢ Variancia inicialmente cresce com o tempo e depois
se estabiliza devido a forca de reversao

® Tendéncia é o preco se aproximar da média de longo
prazo. Se os precos estiverem “altos”, a tendéncia é cair;
se 0s precos estiverem “baixos”, a tendéncia é subir.
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Meia Vida do Processo de Reversao

¢ Uma medida mais gerencial da velocidade de reversao é
o conceito de meia-vida da reversdo H (half-life), que da
uma medida da lentidao do processo.

¢ Meia vida H é o tempo em que a variavel estocastica leva
para percorrer a metade do caminho entre o seu valor
corrente e a média de longo prazo.

¢ Ex.: se o0 preco corrente do oleo é 12 $/bbl, se a média de
longo prazo P é 20 $/bbl e se a meia vida H = 2 anos, entiio se
espera que os precos em 2 anos subam para 16 $/bbl [= 12 +
(20 — 12)/2]. Nesse exemplo o processo ¢ para P e nao InP.

@ Isso nio significa que se espera que os precos atinjam 20 $/bbl em 4
anos. Em 4 anos se atingiria 18 $/bbl [= 12 + (20 — 12)/2 + (20 — 16)/2]

¢ A relacio entre a velocidade de reversao n e a meia vida
H para o logaritmo de P ¢ H = In(2)/m

Reversao com Saltos: Dias & Rocha (1998)

¢ Assuma que os precos do petroleo (P) seguem o
seguinte processo geométrico de reversao + saltos:

g:[n(f—P)—ﬁk]dt+Gdz+dq

4 0, com probabilidade 1— Adt
1 $—l, com probabilidade  Adt

k=E($—1)

Logo, E(%)z n®-P)

¢ Noticias normais causa apenas ajustes marginais nos precos
do dleo. Noticias anormais (guerra, grandes crises, surpresas
da OPEP, ...) causam saltos discretos nos precos do 6leo.

¢ Incerteza no tamanho/direcio dos saltos representada por ¢

¢ O salto pode ser sistematico (nao poderia construir um portfolio
sem risco) ou nao-sistematico (poderia usar contingent claims).

® Dias & Rocha (1998) analisaram os dois casos.
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Dias & Rocha: Saltos (Jumps) Incertos

¢ O tamanho e sentido dos saltos sdo incertos e tem a seguinte
distribuiciao de probabilidades (2 normais truncadas):

3

jump-down T

o

jump-up

frequency
T

no-jump

o

=)
o
L

Tsom o 1100%
Jump Size

¢ Em caso de ocorrer uma noticia anormal, existem 50% de
chances do salto ser positivo (jump-up, aumentando o preco) e
50% de chances de ser negativo (jump-down, reduz o preco)

¢ Se ocorrer um jump-up, espera-se que os precos dobrem, e em
caso de jump-down, espera-se que 0s pre¢os caiam a metade.
Mas existe incerteza e os saltos podem ser maiores ou menores
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