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Simulacao de Monte Carlo: Introducao
¢ Simula¢io de Monte Carlo (MC) é um método crescentemente
popular para valorar derivativos complexos, inclusive OR.
® O método de MC resolve o problema pela simulacdio direta do processo
fisico, de forma que ndo é preciso escrever a equacdo diferencial da OR.
=» Nio precisamos do Lema de Itd, mas podemos “ver” os seus efeitos.

® E uma ferramenta flexivel para manusear varios detalhes especificos de
problemas da vida real, incluindo varias restri¢des (condicdes de
fronteira e outras) e payoffs complexos, e varias fontes de incertezas.
=» Veremos simulagdes de processos estocasticos p/ as incertezas de mercado.

® Em resumo, € um antidoto para a “maldi¢ao da dimensionalidade”
(curse of dimensionality) e da “maldicio da modelagem” (curse of
modeling ) que dificulta a solucdo de problemas reais complexos.

® Tenho usado em varios casos reais na Petrobras.

¢ A idéia e o nome MC sao atribuidos a S. Ulam e N. Metropolis,
respectivamente, no Projeto Manhattan nos laboratoérios de
Los Alamos durante o tempo da segunda grande guerra.

@ O 12 paper, “The Monte Carlo Method”, por Metropolis & Ulam, foi
publicado em 1949 no Journal of the American Statistical Association.




Como Funciona a Simulac¢iao de Monte Carlo

¢ O método de Monte Carlo (MC) é ilustrado abaixo, sendo
que a previamente temos de ter as distribuicées de entradas
(inputs) e as equacoes que as ligam ao resultado (output):

X Operacdes
matematicas
(+, -, ", exp[l], etc.)
com os inputs
. amostrados.

Input 1 Input 2 Input n

output de
distribuicdio uma iteracao

Apos muitas (N) de outputs

iteracgoes:

Passos da Simulacao de Monte Carlo
¢ O método de Monte Carlo (MC) consiste basicamente de:

(a) Especifique as distribuicdes das variaveis de entrada
(incluindo seqiiéncias temporais de distribuicoes, i.é,
processos estocasticos) e suas correlacées/dependéncias;

(b) Amostre as distribuicoes de dados de entradas (inputs);

(c) Faca operacoes matematicas com as amostras dos

inputs (+, —, *, , /, exp|.], etc.) para calcular o resultado
(output) gerado por essas amostras;

(d) Repita os passos anteriores N vezes, gerando N
outputs; e

(e) Calcule a média e outras propriedades probabilisticas
da resultante distribuicao de outputs.

¢ Esses passos foram mostrados na figura anterior.




Incerteza em Funcoes Concavas e Convexas
¢ Vimos que o efeito da incerteza em funcoes depende se a
funcao é linear, concava ou convexa. Esse efeito pode ser
visto com o lema de Ité ou com a desigualdade de Jensen.
® Desigualdade de Jensen: se x é variavel aleatdria (v.a.) e
f(x) é uma funcao (estritamente) convexa de x, entio:
E[f(x)] > f(E[x])
=» Logo, se o valor esperado de x permanece 0 mesmo, mas
sua variancia aumenta, entao E[f(x)] aumenta.

= Se g(X) é funcio (estritamente) concava de x, e x for v.a.,
basta inverter a desigualdade: E[g(x)] < g(E[x])

= Se h(x) é funcio linear da v.a. x, entao: E[h(x)] = h(E[x])
¢ A simulacio de MC permite visualizar esse efeito e
verificar que a desigualdade de Jensen é maior (diferenca
entre E[f(x)] e f(E[x])) quanto maior for a incerteza.

® Isso permite “ver” que um aumento da volatilidade (e
logo da varidncia) aumenta o valor da opc¢ao.

Efeito da Incerteza no Valor da Opc¢ao
¢ Como a opgdo real F é geralmente uma funcao
convexa do ativo bdsico V, um aumento na incerteza
(volatilidade), aumenta o valor da opc¢ao.
@ Ex.: no caso de opcio de compra perpétua, a funcio F(V)
¢ uma funcdo poténcia convexa F = A VP, com A positivo
® A funcao F(V,t=T) =max{V(T) — 1, 0} é convexaem V.
® A funcido maximo de uma funcio com v.a. geralmente é
convexa, explicando o valor da espera (DP, p.98).
=» Lembrar da parte 3: Eimax{V(t) — I, 0}] > max{E[V(t)] - 1, 0}
® Max{exercicio imediato, e-"2¢ E[espera])} ou, em geral, a fungio
m(x) = max{f(x), g(x)} é convexa em x se f(x) e g(x) forem funcgdes

lineares ou convexas em X.
gx )
X

m(x) = max{f(x), g(x)}
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Efeito da Incerteza e o Lema de Ito
+ No caso de funcoes continuas 2 vezes diferenciaveis (C?):

» F(x) é concava se 0°F/ox* = F <0
» F(x) é linear se 0°F/ox* = F__ =0
» F(x) é convexa se 0*F/ox?> = F__ >0

FIX),

¢ A desigualdade de Jensen é tornada prééiSd atraveés
do lema de Ito (termo derivada segunda). Ex.: MGB:
odx=axdt+oxdz.Sejaac=0=>dx=ocxdz= E[dx] =0

® Mas para uma func¢io F(x) qualquer, E[dF(x)] # 0. Note
que dF é dada pelo lema de It6, que resulta em (DP, p.80):

dF = [0,5 o? x? 0?F/ox2] dt + [o x OF/0x] dz
® Logo, E[dF] > 0 se 6*F/0x? > 0, i. ¢, se F(x) for convexa; e
@ E[dF] < 0 se 9*F/0x? <0, i. é, se F(x) for concava em x.

® O Lema de Itd quantifica o efeito (= [0,5 o* x? 8°F/ox?] dt),
que é maior quanto maior for a incerteza (medida por o).

Simulac¢iao de Monte Carlo e Opcoes
¢ O método de Monte Carlo faz simulacio (forward) e nio
otimizacao (backward). Mas se tivermos a regra otima de
exercicio, 0 método de MC é mais facil e mais flexivel.
® Até pouco tempo atras so era usado o método de MC em opc¢oes
do tipo européia, pois tem regra clara de exercicio 6timo em T.
=» Mas se tivermos a curva de gatilho antes, podemos valorar a OR
do tipo americana, por ex., combinando varias incertezas.
® Recentemente (de 1993 para c4) comecaram a surgir métodos de
otimizacio viaveis para serem acoplados a simulacio de MC, de
forma a poder usar com opcoes do tipo americana.
= Ex.: vimos o método evoluciondrio (simples, mas comput. intensivo).
® Embora alguns dos métodos para op¢cdes americanas ainda sejam
+— complexos, eles comecam a ser usados em opcoes reais.

=» Um método que vem se tornando popular é o de Longstaff &
Schwartz (minimos quadrados). Mas existem mais de 10 métodos.

® Para opcdes européias (exceto as path dependent), podemos simular
V apenas na expiracao. Nas outras, devemos simular todo o caminho




Valoracao da “Call” Européia por Simulacao
¢ Se o ativo basico V é o valor do projeto operando e I é o preco de exercicio
(investimento), a equacdo visual para a opcdo real tipo Européia é:

Distribuigao Neutra ao Risco =
para o Valor do Projetoemt=T § Mix. (V-1,0)
' ; ‘ ' : ‘ = AN
Lo
=0
| )
e V (MM$)
-
s V-1(=VPL)
V(1) Valor do Projeto em T A —

Distribui¢do Neutra ao Risco da Opgdo Real em T
|

Taxa de desconto Valor da Opcao
Livre de Risco r Realemt =0

Valores da Opcio Real em T

Opcao Real Européia por Simulacao
¢ Podemos ver esse problema da call européia como
sendo o da avaliacdo de uma integral por simulacio.
® Seja uma op¢iao européia de compra C que expira em T
avaliada no instante t, quando o valor do ativo basico € V.

® Sejam: E ?[.] a expectativa neutra ao risco do payoff condicional
a informacdo em t; p(V, T | V,, t) a densidade de probabilidade
neutra ao risco de V; preco de exercicio I; e taxa livre de risco
r. O valor da opc¢do ¢ a avaliacio da integral atualizada:

CV,,t) = e "V Epayeff (V)] =

C(V,,t) = ¢*T-Y fmax(VT —1,0).p(Vy, T|V,, t) dV;

¢ Ou seja: se simula a distribuicao neutra ao risco de V (lognormal
com a média “neutra ao risco”), se aplica a regra de decisio em T
e atualiza usando a taxa r. Faz isso para cada amostra NR de V.




Simulacao de Processos Estocasticos
¢ A depender da aplicacio, podemos simular tanto o processo
estocastico real, como o processo estocastico neutro ao risco.
® Simulacio Real: aplicacoes em value-at-risk, simulacdes para
hedge, estimativa de probabilidades de exercicio de op¢ao,
tempo esperado para o exercicio, etc. Ja falamos sobre isso.

@ Simulacio Neutra ao risco: valoracio de opcoes e derivativos.
® Lembrar: drift neutro ao risco = drift real — prémio de risco.
= Vimos que o drift neutro ao risco=o -7 = r—90
¢ Foi visto que para o MGB, temos as seguintes equacoes
para os casos real e neutro ao risco, respectivamente:

dP
T = o dt + o dz (processo real)
% = (r — 8) dt + o dz’ (rocesso neutro ao risco)

Simulacao Real x Neutra ao Risco

¢ Tipicas amostras de caminho (sample-paths) p/ MGBs real e neutro-
ao-risco (com os mesmos choques estocdsticos): a diferenca é  dt.
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¢ Enquanto a simula¢io neutra-ao-risco ¢ usada para valorar
derivativos, a simulacio real é util p/ propésito de planejamento
(ex., se a espera é 6tima, qual a probabilidade de exercer a op¢io?)
e para anadlise de risco (ex., VaR, value-at-risk) e hedging.




Discretizacao de Processos Estocasticos

¢ Para fazer a simulacio é preciso a equacio de discretizagdo
do processo estocastico, i. é, P(t) = funciao de P(t- 1).

¢ A discretizacio mais simples é a de Euler de 1? ordem,
onde dP vira AP, dt vira At, etc. Ex.: MGB neutro ao risco:

AP =P, -P,=(r —8) Py At + o P; Az ; com Az = N(0, 1)VAt
® Amostra-se a normal N(0, 1) e, dado P, obtém-se P..

® O esquema de Euler tem erro de discretizagdo de ordem At.
Existem discretizacées melhores (ex.: Milstein).

¢ Mas aqui (MGB) e para alguns processos estocasticos (mas
nao todos) podemos usar uma discretizacdo exata, i. ¢, uma
discretizacio tal que a precisdo numérica independe do

tamanho do passo-tempo (independe do “At”).

® Isso é particularmente util para opcdes reais, que trabalham geralmente
com tempos de expiracao longos. Podemos simular muitos anos a frente.

® Para opcoes européias podemos simular apenas na expiracio (t =T).

Equacoes para Simular Processos Estocasticos
¢ Uma lista de processos estocasticos que admitem discretizagoes
exatas esta no livro de Kloeden & Platen (“Numerical Solution
of Stochastic Differential Equations”, 1992, topico 4.4).
® Uma delas é o Mov. Aritmético Browniano (MAB). Mas usando o
lema de Ito podemos transformar um MGB em MAB através de
uma transformacio logaritmica, p = InP, que resulta no MAB.
Apéos isso, podemos aplicar Euler que para o MAB é exato:

Ap = (r-8-0,5062) At + o N(0, 1) VAt
¢ “Algebrando”, obtemos as equacoes de discretizacio exata para
simular tanto 0 MGB real como 0 MGB neutro ao risco:

P, =P, exp{ (o~ 0.56) At + ¢ N(O, 1)/A} Real
P, =P, exp{(r-5-0.562) At + o N(O, 1) JAt } Neutro

ao Risco
¢ Bastar amostrar N(0, 1) e obter os P, correspondentes (lognormal)

¢ Processos estocasticos com discretizacao exata incluem reversdo a
média. Ver: www.puc-rio.br/marco.ind/sim stoc proc.html




Exemplo: Simulacao de Opc¢ao Européia
¢ Iremos calcular o valor da opcao européia por simulacgio e
comparar com o resultado analitico de Black-Scholes-Merton.
® Para tal pode-se simular N caminhos do processo estocastico de V
©® Mas como s6 interessa a distribuicio de probabilidades na
expiracio, ¢ muito melhor simular apenas na expiracio.
¢ Resolve-se o problema com a QMC Black Scholes.xls
planilha que tem um simulador de MC embutido (logo,
s0 precisa do Excel para simular).
® Planilha tem codigo VBA aberto (ver menu do Excel:
ferramentas/macro/Editor do Visual Basic)
® Planilha usa tanto o Monte Carlo tradicional como o mais
preciso Quase-Monte Carlo (usa nimeros quase-aleatorios),
que sera visto em breve.

® Veremos que é necessario usar um algoritmo para transforma um
numero aleatério de distribuicao uniforme em distribuicao N(0, 1).

= O codigo VBA da Inversio de Moro é também apresentada.

Simulaciao em Funcoes Convexas
¢ Nas equacoes de simulagao de processos estocasticos
freqiientemente aparecem funcées convexas do tipo:
o P(t)=P(t—1) exp{... +... N0, 1) ...}
@ Isso foi visto, por ex., na equaciio da simula¢ao de MGBs.
¢ Como a funcdo exponencial é convexa, o “valor esperado”
estatico (valor mostrado na planilha antes da simulac¢ao) é
menor do que o valor esperado dindmico (valor esperado da
distribuicdo obtida apos a simula¢ao). Ver a simulacao.
¢ Alguns lembretes/dicas sao uteis para simulacio de MGBs:
® Se X =exp(Y) e Y ~N(m; v), sendo m = média e v = varidncia,
entdo X ~ LogN(exp[m + 0,5 v]; exp[2 m + v].{exp][Vv] - 1}).
® Lembrar da parte 3: p = In(P) < P = exp(p) e pelo lema de Ito:
dp=(a—%c?)dt+ocdz < dP/P=a dt+ c dz. Sabemos que
P ~ Lognormal, dp ~ Normal e dP/P ~ Normal. Apesar das

varidncias de dp e dP/P serem iguais (c? dt), as médias dessas
normais diferem por % ¢? dt = a metade da varidncia de dp.




Exemplo: Desenvolvimento de Campo de Petroleo
¢ Suponha que o desenvolvimento de um campo de
petroleo tem dois anos para ser decidido, mas devido a
falta de recursos a decisiao sera tomada sé na expiracao:
= Na expiracdo, o valor da op¢ao é F(T) = max{VPL, 0}
¢ Assim convenientemente temos uma opcio européia e
podemos usar a simulacido de Monte Carlo facilmente

¢ Assuma o modelo: VPL=V -D=(q P B) — D ; e os dados:
= Tempo de expiracio dos direitos dado pela ANP: T =2 anos
= Reserva estimada: B = 120 milhées de barris
= Qualidade Econémica da Reserva q =20%
» Custo de desenvolvimento D = 480 MMS$
% Preco corrente do petroleo P, =20 $/bbl
=» Volatilidade dos precos do petréleo ¢ = 30% aa.
=» Taxa de juros livre de risco r = 10% a.a.

=» Taxa de dividendos (convenience yield de P) 5 = 10% a.a.
» Taxa ajustada ao risco p = 15% aa. Logo drifta =p -3 =5% aa

Exemplo: Opcao Real Européia
¢ O valor presente do ativo basico V.P.[V;] é 0 mesmo nas
duas simulag¢oes, desde que se use a taxa de desconto:
® Taxa de desconto ajustada ao risco p na simulacao real
® Taxa de desconto livre de risco r na simulacio neutra ao risco
¢ O mesmo ndo ocorre para a opcio, pois nio sabemos a
taxa da opcao (u € ajustado ao risco de V e ndo da opciao).
® Lembrar do caso em tempo discreto (ex. do seguro, topico 1)
¢ Iremos fazer tanto a simulacio neutra ao risco como
a simulacio real e iremos comparar o valor da op¢ao
obtido com o resultado da formula do Black-Scholes

® No modelo B&S&M o mercado é completo, logo a simulaciao
neutra ao risco devera dar o mesmo resultado de B&S&M.
=» Estamos assumindo MGB (pois ¢ B&S&M).

= Podemos usar um software comercial, por ex. o @Risk, ou
o simulador de quase-Monte Carlo do meu website.




Simulacao da Opc¢ao Real Européia
¢ Podemos simular todo o path (usando pequenos At)
ou, diretamente s6 em t = T, pois a discretizacio ¢

exata nesse caso.

® Mostraremos que dio aproximadamente os mesmos valores

¢ O valor teodrico por Black & Scholes da opcio é:
o F =66,02084 MM$

¢ Com 50.000 iteracoes no @Risk foi obtido (neutro ao risco):
@ Simulando todo o path: F = 66,50 MMS (erro BS =-0,7%)
@ Simulando s6 em T: F = 66,01 MMS$ (erro BS = 0,01%)

¢ Valor presente do ativo basico V em T:

= Simulac¢ao neutra ao risco: 480,25 * exp(-0,1%2) = 393,20 MM$
= Simulacao real: 530,7589 * exp(-0,15*2) = 393,20 MMS (igual!!)

Simulaciao Real e Opc¢oes
¢ Ja para o valor da opc¢ao, a simulacio real nao vale. O
valor de opcoes obtido pela simulacio real e descontando
com a taxa ajustada ao risco | do ativo basico foi de:
@ Simulac¢ao s6 em T: “F” = 83,29 MM$
@ Simulacio em todo o path: “F” = 83,71 MM$
® Logo nao bate com o resultado teorico (= 66,02)

¢ Conclusao: para o ativo basico pode usar um dos dois
métodos (simulac¢io real + taxa ajustada ao risco ou
simula¢ao neutra ao risco + taxa livre de risco),
@ Mas para a opc¢io deve-se usar simulacdo NR + r, pois nao
se sabe a priori qual a taxa ajustada ao risco da opcao.
¢ Pode-se achar a taxa de desconto ajustada ao risco da op¢ao:
® Nesse exemplo, usando uma taxa de 26,6 % para atualizar
a opcao (em vez da taxa do ativo basico de 15%), obtém-se
aproximadamente o valor teorico de B&S.

1(C



Precisao da Simulacao de Monte Carlo

¢ Fazendo uma simula¢iao do mesmo problema mas
com 1.000.000 de iteracoes no @Risk, foi obtido:

® F=66,01711 (erro BS = 0,0057 %)

® Fazendo 20 vezes mais iteracoes, 0 erro caiu apenas cerca
da metade (reducio de erro por um fator 2).

® O erro tedrico da simulacao de Monte Carlo é da ordem
de n~ "5, ou seja, para reduzir 10 vezes o erro temos de
multiplicar o nimero de iteracées n por 100 (!)

@ Existem métodos que podem reduzir esse erro:
= Técnicas de reducdo de varidncia (ex.: Latin Hypercubic)
= Uso de nimeros quase-randémicos (“Quase-Monte Carlo”)

— Em vez de usar nimeros aleatorios ou pseudo-randomicos se
usa seqiiencias deterministicas de baixa discrepdncia (Sobol,
Faure, Halton). Vamos olhar as animacoes do website na

PUC para entender esse método.

Simulacao de MC e Processo de Amostragem

¢ A qualidade numérica da simulacdo depende do processo de
amostragem. A figura (Normal padriao acumul.) mostra que, em

Distribui¢cio Normal Padrzio (N[0, 1]) Acumulada

Prob.(Xzx)
=]
=

il
=3

Espaco equiprovavel
= UJ0, 1]

A
Y(x)

Amostre um
ne de U[0, 1] 02 |

1 U[0, 1] em N(0, 1) (ou outr¢
y

)

T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 1] 1 2 3 4
X

Nos obtemos uma amostra
de N(0, 1) para um input

geral, precisaremos so da distribuicdo uniforme no intervalo [0, 1].
® Algoritmo transforma a amostra U[0, 1] em amostra de outra distribuicao.
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Gerando UJ[0, 1]: Pseudo x Quase-Aleatorio
¢ Vimos que a qualidade numérica da simulacio depende do
processo de amostragem de U[0, 1]. O método tradicional para
gerar U|0, 1] é o pseudo-aleatorio, ex., a funcao Excel Aleatorio().
¢ Um método melhor para gerar U[0, 1] é o dos niimeros quase-
aleatérios (seqiiéncias de baixa discrepdncias). E o Quase-MC.
® As figuras comparam os 2 métodos p/ a dist. uniforme bi-dimensional.

Note que o caso quase-aleatorio apresenta pontos mais igualmente
dispersos (menos “clusters” de pontos que no caso pseudo-aleatdrio).
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Simulacao de Quase-Monte Carlo
¢ Discussio, algoritmos e comparaciao das propriedades da
seqiiéncia de quase-Monte Carlo sio mostradas no website
em: http://www.puc-rio.br/marco.ind/quasi_mec.html

® Para uma distribuicio Uniforme [0, 1], cujas propriedades
tedricas sdo mostradas para benchmarking, vemos a
superioridade da seqiiéncia de baixa discrepancia de van der
Corput na base 2 em relacio a 2 seqiiencias pseudo-random

Statistical Properties of Quasi-Random x Uniform x Pseudo Randon

N = 1,000 simulations

Quasi-Random (h2)

Uniform [0, 1]

Minimum 9 7ERR3e-4
Maximum 0.998047
Mean (0.498865
Median 0.498047
Standard Deviation (. 288661
Yanance 0083325
Skewness 2.042816e-3
Kurtosis 1.794803

1]
1
03
03
0288675
0.083333
0
148

Pseudo-Random (2 series)
18191725 327922e-4
0.999004 0999982
0492246 0512323
0484037 0521946
02851 0291302
0081232 0.084857
0039117 0,07 FEOG
1.833674 1.773279




Simulacao de Quase-Monte Carlo

¢ Seqiiéncia de van der Corput na base 2 (16 primeiros niumeros)
vai preenchendo de forma mais uniforme o intervalo [0, 1):

van der Corput Sequence Base 2: distributed over the interval [0, 1)
The first 16 numbers of the sequence (from n=01to 15)

1

¥ + W * g * . * . . * . W . W *

!
0 118 118 36 14 56 38 Tle 12 %6 58 1U16 34 136 78 1516 1

0 8 4 12 2 10 6 14 1 9 5 13 3 11 7 15

¢ Cuidado com o Excel! O gerador de n% aleatorios dele é ruim e
pior ainda é a fun¢do Normal inversa, NORMSINV()

® Melhor é usar o algoritmo da inversdo de Moro (c6digo VBA fornecido).

Com o Excel XP, o erro u Excel NORMSINY Exact Moro’'s Inv.
mais grosseiro foi corrigido.| 0.001 -3.09024 -3.09023 -3.09023
0.0001 371947 -3.71902 371902
Excel (antes do XP) apresenta | 5ngq1 4.26546 -4.26489 4.26489
€rro grosseiro nas 0.000001 4.76837 -4.75342 475342
caudas da distribui¢do 0.0000003 7.15256 -4.99122 4.99122
| 00000002 | 50000000 -5.06896 5.06896

Simulaciao de Reversao a Média
¢ Uma discussao detalhada, assim como as equacoes
de simulacao estao em:

¢ http://www.puc-rio.br/marco.ind/sim stoc proc.html

® La obtemos equacdes de simulacio tanto real como neutra
ao risco de duas variantes (proximas, Dias e Schwartz) do
processo de reversao a média mais conhecido (OU).

=» No caso da neutra ao risco (variante “Dias”) temos a seguinte
equacio, onde entra a taxa ajustada ao risco do ativo basico p:

P(t) = exv{[hl[P(t—l)] expl—n Ag] + [ [mn®) - L] (- expi-m ag)] -

- [(1—exp[—znm]) 2} + o‘J 1_“1;[; 2n Al N(ll],l)}

® A equacio para a simulaciio real ¢ muito parecida: basta
suprimir o termo em vermelho na eq. acima. Esse termo é um
prémio de risco normalizado que penaliza In(P).
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Simulacao do Modelo de Marlim
¢ Vimos na parte 2 0 Modelo de Marlim: um processo

estocastico de reversio a média combinado com saltos
(Poisson). Veremos agora uma planilha e sample-paths.
® A planilha simulation-reversion-jumps-marlim-real x_rn.xls

permite uma simulacio ilustrativa com saltos p/ cima ou p/
baixo de ocorréncia aleatoria, mas de tamanhos fixos.

Simulation of Mean-Reversion with Jumps - Marlim Model

60
Sample Paths for Real and Risk-Neutral Process

50

10 ™y vnn\]!\ il
T AN
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—— Risk-Heutral Simulation

Time (years)

~ L4 re o ~
Opcoes Reais Européias por Simulacao
¢ Existem muitos problemas praticos da vida real que podemos
aplicar a valoraciao de opg¢oes reais européias por simulacio de
MC, principalmente segiiéncias de opcoes reais européias (ex.,
op¢oes de compra sobre uma cesta de ativos).
@ Esse é o melhor caminho para valorar projetos com flexibilidade de
inputs e/ou de outputs, pois a cada data especifica de decisdo (ex.:
todo més) a firma tem de decidir o melhor “mix” de inputs e outputs

para o proximo periodo operacional (para maximizar o payoff, ex.,
para o proximo més).

® Veremos alguns casos reais. A idéia é simular, tanto para inputs
como para outputs, os processos estocasticos neutros ao risco, os
quais nio necessariamente sio MGBs (ex., pode ser reversio).

® Além disso, a func¢io payoff de exercicio da op¢iio pode ser muito
complexa, com varios detalhes da vida real (ex., um input néo é
disponivel no primeiro ano ou em certos meses do ano; uma certa
quantidade minima de um input tem de ser usada por contrato, etc.)

® Simulacio de MC dentro de uma planilha é muito flexivel para
manusear multiplos/complexos proc. estocasticos e funcoes payoff.
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Planta Flex-Fuel com e sem Opc¢ao de Shut-Down
¢ Uma firma esta pensando em investir numa planta que
consome energia. Existem trés alternativas de tecnologia:

@ Planta usando s6 6leo combustivel; planta usando s6 carvao; e
planta flex-fuel, i. é, com (sem custo) flexibilidade (6leo ou carvao).

® “Molho”: planta flex-fuel com opg¢do de shut-down (sem custo).
¢ Quais sao os valores da planta em cada caso considerando que
0 O0leo e o carvao seguem processos correlacionados de reversio?

® A resposta did uma idéia do maximo valor que uma firma estaria
disposta a pagar pela (mais cara) tecnologia flex-fuel.

® Correlacio positiva diminui o valor da op¢ao, mas é necessario uma
(improvavel) correlacdo muito alta p/ o valor da opc¢ao ser desprezivel.

¢ Qual é o efeito da opcao de shut-down sem custo?
® Essa opcio pode ser muito importante. Existem implicacdes contratuais

¢ A simulacao de MC responde facilmente essas questoes.

® Essa é uma seqiiéncia de opcoes européias (escolhe o maximo payoff em
cada data de decisdo operacional). O préximo slide mostra um exemplo

Planta Flex-Fuel, Correlacao e Valor da Flexibilidade
¢ O grafico mostra um exemplo numérico de reversao a média
para ambos os inputs (6leo e carvao), p/ diferentes correlacdes.
® Os valores foram obtidos por MC na planilha planta_flex-fuel.xls.

® Valores de planta com s6 um input (sem op¢des) sdo ~ 0s mesmos.
= Valor da planta mostrado é sem o investimento.
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Caso Real de Opcao Real: Biodiesel
¢ Nesse caso real, MC foi 0 método numérico utilizado.
¢ O projeto biodiesel usa oleaginosas (mamona, soja, algodao,
pinhao-manso, licuri, etc.) para fabricar biodiesel.
@ O estudo das trés primeiras unidades foi concluido em 2005.
¢ O preco das oleaginosas e de seus 6leos (brutos) oscilam no
mercado internacional (commodities), com variada liquidez.
+ Uma importante caracteristica das plantas de biodiesel é que
elas sao multi-oleaginosas, i. é, existe flexibilidade de input.
® Logo, é natural que a anélise dessas plantas inclua o valor das opcées
reais de usar as oleaginosas mais adequadas ao longo da sua vida qtil
¢ Além disso, a planta de biodiesel precisa usar um reagente
que pode ser tanto o etanol como o metanol, que também
oscilam no mercado. Logo, temos mais OR de input!

¢ Assim, nao foi a toa que foi solicitada e feita a avaliacao por
opcoes reais nesse estudo de viabilidade.

Projeto Biodiesel
¢ Uma planta de biodiesel tem duas unidades principais:

® A unidade de esmagamento da oleaginosa, gerando éleo bruto e
residuo (torta). O dleo bruto é a principal receita dessa planta; e

® A unidade de transesterificacio, que usa o 6leo bruto gerado no
esmagamento (custo), além do reagente, e gera biodiesel e residuos.

Plantacao Grios

w Metanol
] ou

Etanol

Esmagamento
Oleo bruto
Transesterificagdao

‘ m sm) BIODIESEL
Oleo bruto | Glicerina |

Torta p/ mercado
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Projeto Biodiesel: Flexibilidade de Inputs
¢ O projeto foi formatado de forma que a Petrobras é dona
dos dois negdcios (esmagamento e transesterificacio),
garantindo a qualidade do 6leo bruto (input do biodiesel) e
capturando a flexibilidade de escolha das oleaginosas.

¢ Apos um periodo inicial em que a Petrobras ira garantir a
compra da safra de determinadas culturas, a Petrobras tem
uma opcao de escolher livremente qual a oleaginosa usar, a
cada periodo (safra). Essa flexibilidade de input é modelada:

® Como uma seqiiéncia de opcdes européias de uso da(s) oleaginosa(s)
e reagentes (etanol ou metanol) que maximize o lucro a cada periodo
® Escolhe as combinacdes oleaginosas + reagentes de maior valor em t

® Assim, fazemos simulacdes de Monte Carlo dos processos estocdsticos
dos precos de cada um dos graos, de cada um dos 6leos brutos, de
cada uma das tortas, do etanol e metanol e do biodiesel (= diesel) e a
cada periodo escolhe a combinacio (op¢iio) que maximiza o lucro.

@ Simulamos diversos zipos de processos estocasticos (movimento
geométrico Browniano e Marlim = reversdo a média + saltos).

Formato do Projeto Biodiesel

+ Na analise, foi visto que a planta de esmagamento ¢ em geral
mais lucrativa do que a unidade de transesterificacio.

¢ A formatacido do negocio sugerido é que a Petrobras entre
também no negocio 6leo bruto para o mercado com um excesso
de capacidade de esmagamento (investimento ~pequeno).

¢ Com isso temos dois negocios complementares que fazem um
hedge (seguro) natural:
© O negocio biodiesel, onde o 6leo bruto entra como custo do biodiesel
(e assim, um odleo barato beneficia esse negocio); e
@ O negocio oleo para o mercado, onde o 6leo bruto entra como receita
(= se um oleo estiver caro, ele vai p/ 0 mercado e nao p/ biodiesel).
¢ Esse formato faz com que sejam aproveitados oleos vegetais
tanto num negécio como no outro. E bom para todo mundo:
@ Para a Petrobras que captura o valor das opcdes reais (flexibilidades); e

@ Para os agricultores, que terio demanda do seu 6leo pela Petrobras, seja
para fazer biodiesel, seja para vender no mercado de 6leo vegetal.

@ Esse formato até reduz a volatilidade no mercado de 6leo vegetal bruto.




MC para Estimar Volatilidade Agregada

¢ No caso de opcoes americanas com diversas fontes de
incertezas, um método pratico € agregar as variaveis em
uma variavel V e calcular a volatilidade de V por MC.

® Com Gy, (e 3y), pode-se usar um software tradicional com uma
(V) ou duas (V e 1) fontes de incerteza e resolve OR facilmente.

» Planilha Timing pode ser usada para resolver miultiplas incertezas.
¢ Eu tenho usado essa abordagem desde inicio de 1999,
baseado na equacdo visual de opgoes reais.
¢ O livro do Copeland & Antikarov (2001) defende um
método similar (mas ndo igual) e da suas bases teoricas.

® Esse método ¢ conhecido por MAD (marketed asset disclaimer)
e usa um teorema de Samuelson para justificar o uso de MGB.

® C&A: em muitos casos é quase impossivel obter o valor de
mercado do valor do projeto operando (ativo basico V).

» Volatilidade de V é em geral maior que a do preco P do produto.

~ L ~ L
Equacao Visual para Opcoes Reais
¢ O VME dum prospecto exploratdrio é negativo, mas existem 5 anos para a decisio
de perfurar o pioneiro e cenarios de variaveis técnicas e de mercado serao revelados.
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Copeland & Antikarov: MAD

¢ MAD (marketed asset disclaimer): usa o valor presente
do valor do projeto (V), sem flexibilidade, como ativo
basico da opcao real.
® Hipotese MAD diz que essa é a melhor estimativa no-
tendenciosa do valor do ativo basico V.
¢ Vantagem pratica: usa a planilha tradicional do fluxo de
caixa descontado (FCD) para calcular V.
® Assim, nao faz premissas mais fortes do que as usadas pelas
empresas que tradicionalmente usam o FCD nas suas decisdes.

® Assim, dado um conjunto de variaveis tais como preco(s) de
produto P;, custos operacionais fixos COF, e custos
operacionais variaveis COV,, conhecidos hoje, a planilha de
FCD calcula o VPL. Tendo o investimento I, V= VPL + L.
= Esse é a melhor estimativa de mercado para V(t = 0).

® Se o projeto for postergado, os precos P; e custos COF; e COV,
irao oscilar no mercado e o VPL (assim como V) irdo mudar.

C&A: Teorema de Samuelson e MGB

¢ A segunda premissa de Copeland & Antikarov nessa
abordagem pratica é assumir que V segue um MGB,
baseada num teorema de Samuelson (“Proof that
Properly Antecipated Prices Fluctuate Randomly”, 1965):
® Mesmo que componentes de V (precos, custos, demanda)

sigam processos estocasticos distintos (reversao a média,
saltos, etc.) em termos agregado V segue ~um MGB.

@ A idéia é fazer simulacio dos processos estocasticos desses
componentes (que podem ser correlacionados)emt=1e
calcular a distribuicdo de valor presente de V na data t = 1.

» Essa distribuicio de V é aproximadamente lognormal e a
simulacao de MC da a média e a variancia dessa distribuicio;

#» Com a formula de valor esperado do MGB tira-se o drift de V.
Se a simulacio for real temos a, se neutra ao risco, r — §; e

» Com a formula da varidncia do MGB e o drift, estimamos a

volatilidade c,. Com isso, temos todos os parametros do MGB.
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MAD versus MAD Modificado

¢ A maneira que C&A implementam a hipotese MAD e o
teorema de Samuelson é meio confusa e inconsistente.
® C&A simulam todos os anos de fluxo de caixa. MAD-Dias so

simula parametros de mercado do fluxo de caixa em t =1 e usa
curvas de valor esperado para calcular o valor presente de V:

Curvas de Valor Esperado {reversio)
j[ (usap/ calcular Vem cada cenrio de P)

» A partir do conhecido P(t = 0), simula

1

os precos em t=1. Lt~
» Em cada cendario de P(t = 1), formula -—
da a curva de valor esperado de P ——

desde t =1 até t = final da operagio. //—
= Calcula V(P) = valor presente dos FCs /—/—,
usando a curva de valor esperado de P
® C&A calcula a distribuicio normal do retorno logaritmo e sem
postergar o primeiro fluxo de caixa (por que?). MAD-Dias
simula a distribuicao log-normal de V, o que é mais simples.

Cenarios de Pre¢os em t

= Como pode ocorrer cendrios com valor negativo de V, a maneira
de C&A da problemas computacionais (logarit. de n? negativo).

MAD versus MAD Modificado

¢ A maneira que C&A implementam da inconsisténcias.

® Vimos que se V=K P e P segue um MGB, entdo V também
segue um MGB com a mesma volatilidade de P. A maneira de
C&A da inconsisténcia nesse caso (volatilidade maior que P).

= Usuarios do método MAD tem reportado volatilidades o,
demasiadamente altas. Erro é tendencioso para cima.

® C&A sugere simular também a quantidade Q p/ calcular o,
Isso é inconsistente: se Q for volume de jazida, entao Q tem
incerteza técnica e nao contribui p/ oy (ver topico 6). Se Q for
quantidade demandada, entio é fun¢ao do preco (ja simulado).

¢ Outra diferenca é que C&A usam a volatilidade de V
estimada no método binomial. Aqui usamos como input
da planilha Timing (usa EDP) com resposta instantinea.

® Luiz Brandao em 2005 (ap6s debate com Jim Smith e troca de
e-mails comigo e G. Dumrauf) defende um método similar ao
MAD-modificado (simula sé em t = 1), mas ele simula retorno
logaritmo (em vez de V) e usa binomial (em vez do Timing.xls).
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MAD-Mod.: Simulaciao Real ou N.R.?
¢ Qual a simulaciio das variaveis estocasticas devemos
fazer para estimar oy, a real ou a neutra ao risco?
® A principio qualquer uma da estimativa de c,, embora sejam

um pouco diferentes. Se usar a sim. real, obtemos o drift real o
e se usar a sim. neutra ao risco obtemos o drift n.r. r — 3.

= Na sim. real usamos as formulas E[V(t)] = V(0) exp(a t) (obtém
a) e Var[V(t)] = V(0)? exp[2 a t] (exp[c? t] — 1) (obtém G); e
= Na sim. neutra ao risco: E[V(t)] = V(0) exp|(r — ) t| (obtém J) e
Var[V(t)] = V(0)? exp[2 (r — 8) t] (exp[c? t] — 1) (obtém o).
= Prefiro a sim. real, pois ela gera menos valores negativos para V
(e, logo, melhor ajuste da log-normal). Mas veremos as duas.
¢ Veremos um exemplo simples com uma (P) e duas fontes
de incertezas de mercado (P e custo operacional C).
® Usaremos a equac¢ao do modelo “rigid cash flow (RCF)”, ver:
http://www.puc-rio.br/marco.ind/payoff _model.html

® V =Kk P — C (onde C é custo operacional). No RCF, k = q’ B.

MAD-Modificado: Exemplo Simples

¢ Na equacao V=k P —C,iremos simularPeCemt=1e
gerar a distribuicio de V como nosso output.

¢ O exemplo usa a planilha @Risk-MAD modif RCF.xls

¢ Veremos 3 casos distintos:
1) P e C estocasticos, seguindo MGBs com correlagio zero;
2) Apenas P estocastico seguindo MGB; e
3) P e C estocasticos, mas com correlaciao perfeita p =+ 1.
¢ Resumo dos valores obtidos (100.000 iteracoes), sendo
usados o, =25% (todos os casos) e 6 =25% (casos 1 e 3):

Caso: oy (sim. real) | oy (sim. n.r)) |ay (sim. real) (Sy (sim. n.r)
1) P e C seguem MGBs comp=0 36,6% 36,5% 2.0% 6,0%
2) Somente P segue MGB 35,0% 35,3% 22% 6,0%
3)P e CseguemMGBscomp=+1| 24998% 24,998% 20% 6,0%

® Exercicios: (1) se no caso 3, fosse p =— 1, quanto seria c?;
(2) Mostre a consisténcia do método MAD-modificado com o
modelo V =k P, i. ¢, se P segue um MGB entido 6y = .
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MAD-Modificado: Exemplo Simples

Real Distribution for (P, C) att=1

0.100

¢ As figuras mostram as
distribuicoes real (alto) e
neutra ao risco (abaixo) de
V p/ o caso 2 do exemplo.
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MAD-Modificado: Exemplo Simples

¢ Esse método é uma aproximacao. No caso 2 do exemplo
podemos calcular o valor “tedrico” e comparar o erro.

® O valor tedrico usa a aproximacao analitica de Bjerksund-
Stensland adaptada (software timing-rcf_model-vba-hqr.xls).

Opgéo F Gatilho P* | Gatilho v*

Valores "Tedricos" 645,96 55,91 436726

Valores "MAD-Modificado™ 62529 55,80 435596
Erro -3,2% 0,2% 0,3%

gatilho foi desprezivel.

@ Note que o0 erro no valor da op¢ao foi pequeno e no valor do

® Como adaptar a aproximacdo analitica de Bjerksund-Stensland:
Chama k P de V’. Sabemos que V’ segue 0 mesmo MGB de P
(mesma o, etc.). Logo a EDP de F(V’, t) é igual a EDP de F(P, t).
Chama C + 1 de I’. Logo nas condicoes de contorno aparecerio
casos conhecidos: em t=T, F(V’, T) = Max|V’ - 1", 0] = F(P, T) =
max[k P-C-L0]; FV’*,t)=V’* -1 =FP* t)=k P*- C -1, etc.
® Logo, F(V, t); F(P, t); F(V’, t) usa 0 mesmo software se V=k P.
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Outro Exemplo: Planta com FCD

¢ A planilha @risk-mad-m_planta rev.xls apresenta um
outro exemplo, dessa vez para uma planta que fabrica
um produto que tem preco P e que consome combustivel
de custo C por unidade de produto.
® Considere que P(t) e C(t) seguem movimentos de reversao a

média que podem ser correlacionados.

¢ Considere que a funcio lucro anual é:

¢ Lucro(t) = [{Preco(t) - Custo Energia(t)} * Quantidade -
Outros Custos Operacionais] (1 - aliquota de impostos)

¢ O valor do projeto operando é o valor presente dos
lucros atualizados com a taxa ajustada ao risco p.

¢ Numa simulagao, com 6 = 6 = 25% e pp - =0, 0 valor
obtido para a volatilidade do projeto dessa vez foi menor
que as volatilidades individuais: oy = 23%.

MATERIAL
ANEXO

Os anexos nos materiais do curso contém slides
que reforcam os conceitos tedricos e apresentam
exemplos adicionais que nio serdao discutidos em
sala de aula, mas que podem ser uteis para um
melhor entendimento de conceitos apresentados.
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Processo de Reversao a Média
¢ Considere o processo aritmético de reversao a média

dx=n({(X—x)dt+oc dz

¢ Cuja solucao é dada pela equacao com a integral estocastica:

T
x(T)=x(@e"T+x (1-e"T) +oe T [ e ™du(t)
0
¢ Onde n é a velocidade de reversao. A variavel x(t) tem
distribuicdo normal com média e variancia dada a seguir:

Ex(D]=x(@) e "T+x (1—enT)

Var[x(T)] = [1 — e 2" T] 6%/(2 7))

¢ Para o processo dos precos do petrdleo P, 0 mesmo tera
distribuicdo lognormal com média = exp{E[x(T)|}

Simulacao Neutra ao Risco da Reversao

¢ Para o preco do petroleo seguir a lognormal com a média
desejada, temos de subtrair a metade da variancia (que é
uma funcio deterministica do tempo):

P(t) = exp{ x(t) — (0,5 * Var[x(t)])}
¢ Iremos fazer também X =In(P ), onde Po preco de equilibrio de
longo prazo.

¢ O processo neutro ao risco para a variavel x(t), considerando a
discretizacio correta AR(1) de x(t), que vale mesmo p/ At grande:

X=X-1 €M [X—((p-r)m)] (1- € "8 + 6 J(1- exp(-2n A2 1) N, 1)
¢ Amostrando a normal padrao N(0, 1), obtemos os paths para x(t).

¢ Usando a equacio anterior que relaciona P(t) com x(t),
obtemos os paths neutro ao risco para os precos do petroleo
seguindo o processo de reversao mostrado.

¢ Esse processo de reversao é parecido mas nao é igual ao
chamado “modelo 1” de Schwartz (Journal of Finance, 1997)
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Reversao a Média com Jumps
¢ Parecido com o caso da reversao pura. Relacido entre

P(t) e x(t) ¢ a mesma, mas a equacao da variancia é:

Varfx(Ty] = (1 - 21Ty (& +*- EI#°D

2
¢ Lembrando que E[$*]# (E[$]#

EL¢] = [0 ad

¢ A equacio de simulacio € (http://www.puc-rio.br/marco.ind/sim_stoc_proc.html ):

%= X1 € 180+ [In(P) ~(1 - 1)/M)] (1 - € 144 + 6.,/(1- exp(- 2nAYY2 1) N(©,1) + jumps

¢ Onde o termo jumps ¢ dado por:
()

jumps = Zq)l » Em que J(At) ~ Poisson(A . At)
i-1

» ¢, é a distribuicio do jump-size

Funcoes Concavas e Convexas

¢ Uma funcio € convexa no seu dominio (D) se toda
corda (reta) ligando dois pontos fica acima da func¢ao

¢ Uma funcio € concava no seu dominio (D) se toda
corda (reta) ligando 2 pontos fica abaixo da func¢ao

¢ Matematicamente, a funcio f: D — R é convexa se e

somente se para todos os pontos xey e DeA € (0, 1)
AfX)+A-A)f(y) 2 fIAx+A-N)y]

® Analogamente, a funcio f é concava se e somente se:
AfO)+A-M)fE)< fIAx+A-N)y]

Fungiio Convexa Funcao Concava
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Caso Real: Gasoduto Bolivia-Brasil
¢ Nos anos de 2000 e 2001 houve uma disputa entre a

TBG (Transportadora Bolivia-Brasil; Petrobras ¢ o

acionista controlador) e as empresas BG e Enersil.

¢ A disputa, arbitrada pela ANP, tinha duas questoes:

® Livre acesso ao gasoduto, apesar da Petrobras ter
contratado 100% da capacidade com contrato take-or-pay.

® Caso a BG e a Enersil obtivessem livre acesso, qual a tarifa a
ser paga? Eles queriam a mesma tarifa, mas sem take-or-pay.
= Nao pode haver dois take-or-pay sobre a mesma capacidade.
= O acesso seria interruptivel (caso a Petrobras conseguisse novos
contratos num volume suficiente para ocupar toda a capacidade),
com aviso prévio. Mas os entrantes tém mais flexibilidade.
¢ Fizemos uma analise de opcoes reais para o caso da tarifa:
@ Os entrantes teriam mais flexibilidade, pois em caso de demanda baixa
eles ndo pagariam take-or-pay, s6 pagariam quando usassem o duto.
@ Essa maior flexibilidade deve ser valorada e cobrada na tarifa.

Tarifa Flexivel no GAS-BOL
¢ A modelagem para calcular o preco justo da tarifa
dos entrantes, considerando a sua maior flexibilidade
quando comparado ao caso take-or-pay, compreendeu:
® Simulacio da demanda de gas na area de interesse. Usado
um movimento geométrico Browniano. Simulacio mensal.
® Determinacio do nivel de excesso de demanda que poderia
ser capturada parcialmente pelos entrantes.
® Modelagem de contratos-padrao que poderiam ser fechados
pelos entrantes (de 100.000 m3/d, de renovacio anual).

= Foi colocado um teto de n® de contratos para os entrantes.

= Em caso de queda de demanda, um ou mais contratos niio seriam
renovados, mas os entrantes nio seriam penalizados (nio ¢ take-or-pay).

= Horizonte de analise de cerca de trés anos.
® O critério de “tarifa justa” foi o de ter 0 mesmo lucro (em
valor presente) para os casos de take-or-pay (tarifa mais baixa)
e de tarifa ndo-take-or-pay, interruptivel (tarifa mais cara).
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Tarifa Flexivel no GAS-BOL
¢ A anilise de OR mostrou que a tarifa de equilibrio para
os entrantes deveria ser cerca de 20% mais cara (prémio
da flexibilidade) que a tarifa “take-or-pay”.

¢ Fizemos uma apresentacio para a ANP em 11/01/2001
para mostrar os motivos do nosso pleito de 20% prémio
® Houve uma 6tima receptividade, ja que o modelo da planilha
era bem transparente e as premissas do estudo eram realistas.

¢ A decisao da ANP saiu alguns dias depois e foi:

® ANP deu livre acesso aos entrantes (“derrota” da Petrobras);
® ANP reconheceu que os entrantes teriam maior flexibilidade

que a Petrobras/take-or-pay. Vitoria da Petrobras:
= No entanto, eles deram um prémio de 11% (menor do

que pleiteamos).

® Ver o Parecer Técnico ANP de 26/01/01: “Caso BG vs. TBG

Firme” em www.anp.gov.br/doc/gas/release BG_TBG.pdf

Referente ao Conflito Relacionado ao Servi¢o de Transporte Ndo




