Capitulo 8

APENDICE 1

Barreira e Distribuigdo de Longo Prazo

Em aplicacdes econdmica, barreiras aparecem como resultado de mecanismos de equilibrio
do mercado. Por exemplo, suponha que x seja o preco de uma mercadoria, que estd sujeita a
uma barreira superior (X), a partir da qual novas firmas entrardo, e uma barreira inferior (x),

abaixo da qual firmas abandonardo o investimento (caso da se¢do 2 e 3).

Apos longo periodo de tempo, quer dizer, no longo prazo, esse processo de x tendera a
estacionariedade. Se x segue o movimento Browniano geométrico e supondo-se x = log X,
sabe-se que, aplicando-se o Lema de Itd, x segue movimento Browniano simples. O que se
precisa ¢ achar a densidade de probabilidade da distribui¢ao ¢(x).

1) Hipoteses usadas no desenvolvimento do modelo:

+ X comegaem X,
+ x segue movimento Browniano simples;

dx = odt + odz
o x tem distribuigdo normal com média (x,+o#) e variéncia ¢t
Demonstracio - Equacgao (1):
dx =xt—x,=odt+0dz

Xt =x,+odt+odz
Xt =x,+ J: odt + J;i odz(t)

xXt=x,+ou

t t

o +ozi|

Sabe-se que, no processo de Wiener padronizado z(O) =0, e, portanto, tem-se que:
x, = X, + ot + 0z(1) (2)

Calculando-se a esperanca da equacdo (2) acima:
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E[x_ = x,+oli—0)+ aE(z(f))} :

Xo

onde z(¢)~N(0,7) logo:

E{x— = x, + Oct} 3)

Xo

Calculando a variancia, usando (2) e (3):

var {i—j = E[xt— E(x,)] = E[x, + ot +02(t) — x, —ou] =

= E[o 2(1)] = 0*E[2(1)] = 02 varz() = o

Logo:

Var{ﬁ} =0t 4)

Xo

Assumindo-se processo randon walk considera-se, inicialmente, quaisquer trés pontos
adjacentes. Seja, por exemplo, (x—Ah), x, e (x+Ah), onde Ah=0+At. Em pequeno

intervalo de tempo Af, pode-se atingir x de duas formas: (i) partindo-se de x— A/, cuja
densidade de probabilidade ¢ dada por q)(x—Ah), com probabilidade de subida p, e (i1)

partindo-se de x+Ah, cuja densidade de probabilidade ¢ dada por ¢(x+Ak), com
probabilidade de queda g. Suponha p e g conforme definido a seguir:

p:l{l+%\/Ah}eq:l[l—%«/Ah}
2 o 2 o

Desta forma tem-se a seguinte representacao:

O (x + Ah)
¢(x) >(X)
0(x—Ah) D
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>
x—Ah X x+ Ah

Em um segundo momento, o processo ¢ restringido de forma que x ndo possa cruzar a barreira
superior x . Usando a mesma representacao de randon walk, isso significa que, comecando
emX , se x tentar subir voltard para X, com probabilidade p, enquanto o movimento vindo de

X —Ah ocorrera normalmente com probabilidade p. Similarmente, coloca-se uma barreira
inferior em x.

¢(x)——x
(% - A%

2) Distribuicdo de probabilidade em qualquer x:

0(x) = po(x — AR)+qo(x + Ah) (35)

Expandindo o lado direito da equagdo (35) pelo Teorema de Taylor e substituindo os valores
depedeg:

®(1) =3 1+-% 00 | @)+ x)-h) 3 0(r) (100 |+

w1 AR || () + D(x)(Ah) + (o) (ARY 4
2 o 2

o(x) = %(I)(x) - %CI)’(x)Ah ¥ %CI)”(x)(Ah)2+- 4o () -
() AR 4 D (M) %CI)(x) + @' (x)AR +

(04
2

T+ (x)(AR) 4 =2 P(x)Ah 5 @ (x)(AR)' -

Agrupando os termos ¢ eliminando aqueles em (A¢)de ordem superior a um, tem-se:

SO (AR - @ (x)(ah) =0

Dividindo por (Ah2 , chega-se a seguinte equagdo diferencial:
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1 ” _ i ’
Lor(s) - L or(y
(1) @"(x)=y ®”(x), onde y= 26—0; (36)

Cuja solugdo geral pode ser encontrada como segue:

Integrando dos dois lados a equagao (36):

_[ Z’:((;C)) -de.j/ dx

J‘dénd)’(x):J‘y dx

(n®’(x) =7 x+c, onde ¢ ¢ uma constante

Integrando novamente para chegara ®(x), temos:
Jd)’(x) dx = J s X

1
O(x)=—e"""“+B
=1

O(x)=Ae""+B,onde A= lec e B = constante
Y

Logo, a solugdo geral para a equagdo diferencial (36) é:
O] (x) = Ae’" + B,V*

onde 4 e B sdo constantes a serem determinadas.

3) Distribui¢io de probabilidade na barreira x';
O(x) = p®(X)+ p®(X — Ah)

(1= p)®(F) = p®(x — Ah)

q D(x) = p®(X — Ah)

Expandindo o lado direito pelo Teorema de Taylor e substituindo os valores de p e g:
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(- p)@(x)= p[fb()?)(—Ah) + %q)”( X)(—AR) +-- }

-2 ana()= %[1 + %Ak}[Q’(f)(—Ah) L) () - }
- () - %@’(X)Ah " %@”(f)(Ah)z -0/ (@)aR) =0

Para que a equagdo acima tenha solug¢do igual a zero, tem-se que igualar os termos em (Ah) e

0s termos em (Ah)2 . Assim, tomando os termos em (Ah):

1., _ o _
52 (X)Ah = ?Ahcb(x)

/() =y (%), onde y = i—“

Integrando os dois lados para achar a solugdo geral:

Id£n¢(f) = yj dx

Enq)(x) =Yx+c

O(x)=Ae"™

Logo a solugdo geral para a equagao diferencial da distribuicao de probabilidade em X é:
(2) D(x)=4e", onde 4 =¢°

Como (36) vale para qualquer x (inclusive na barreira), solugao geral de (36) tem que ser igual
a solucao geral de (2), logo B =0

4) Calculo da constante A:

A Constante 4 pode ser encontrada partindo-se da condicao a seguir:

rq)(x)dx =1

X
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JjAe”‘dej edx =1

1

A= =1

Logo (3) A=——"—

Substituindo (3) em (2), chega-se a equagdo da funcao de densidade de probabilidade de x:

o)=L (37)

eyf —e'x
Assim, a densidade de probabilidade de longo prazo estacionaria ¢ uma equagao exponencial
simples. Se o processo de x tiver um drift positivo ( o > 0, e portanto Y > 0 ), a exponencial
vai crescer em direcdo a barreira superior. Logo, se Y > 0 podemos, de fato, considerar o
processo apenas na barreira superior em x .

Luiz Brandao/Fatima Pombal DEI-PUC 58



APENCICE 2

Demonstracao da Equagdo Diferencial Parcial da pag. 279:

Sejam:
dx =a xdt+0 xdz, (1)
dy =a ydt +0 ydz, (2)
dw= (0, +€A)wdt +0 wdz, (3)

—_—
=a,,

os movimentos Brownianos Geométricos de x, y e w.

+ Suponha um portfélio sem risco ¢(w) =V (w)—nP(x,w) (4)
ondew=P/x > P=xw

+ Remuneracao esperada do portfolio: ganho de capital + dividendos - custos

+ Ganho de capital: do=dV(x,w)—ndP(x,w) %)
do=dV(x,w)—nd(xw)

+ Dividendos: P(x,w)dt = xwdt (6)
+ Custos: n(r+A) Pdt =n(r+A) xwdt (7)
+ Remuneragio livre de risco: (r+A)¢(x,w)dt (8)

Logo, de (5), (6), (7) e (8):

retorno livre de risco = ganho de capital + dividendos — custos
(r+A)o(x,w)dt = do + xwdt — n(r+A)xwdt 9)

(r+A) ¢(x,w)dt = {dV(x, w)— nd(xw)] + {xw —n(r+A) xw] dt

a b

Desenvolvendo (9) por partes:

a = dV(x,w)—nd(xw)
—_—— —

o 5]

o, =>dV(x,w)=Vdx+V dw+ % V. (dw)’ + % V., (dx)(dw) (10)
o, = nd(xw) = n(wdx + xdw) (11)
De (o1):

Luiz Brandao/Fatima Pombal DEI-PUC

59



Substituindo (1) € (3) em (10):

av =v.o xdi+V o wdt+V, 0 wdz, + % V. olxde +

+;V066dtdz +1V62 *dz? +1Voc 2alt2+1V aawdzdz +

XX X X 2 XX w 2 ww w y

+;V o’ wza’z +1V o o xwdt* +1V o__ow’dt’ +;V 0,0 xwdtdz, +

ww y 2 xw X w xw xw

+;V o O xwdtdz, +1V 0.0 xwdz dz,

xw X X xw X y

Os termos df’, dtdz vio para zero mais rapido do que df: dt-dz =dt-€\/dt =¢- dt” . Mas, sei
que E[a’zxa’zy] =0 e var(dz)=d(z*)=d:. Entio:

dV =V.o xdt+V,0 xdz, +V,0 wdt +V, 0 wdz, +1V o xzdt+lV ow'dt  (12)

W& WOy 5Oy
De (ay):

o, = nd(xw) = n(wdx + xdw) (11)
De(l)e(3)em (11):

—nd(xw) =—na xwdt —no xwdz, —no, xwdt —no xwdz, (13)
Fazendo (12) + (13):

dv(x,w)—nd(xw)=V.o xdt +V.0 xdz +V, o wdt+V,0 wdz, +

+%Vm0' xzdt+;V o*widt—nao xwdt—no xwdz, —no xwdt — (14)

ww y

—no xwdz,

Tomando todos os termos em dzyx ¢ dz,,, em (13) e igualando a zero para termos um portfolio

sem risco, obtém-se o numero de contratos de venda a descoberto (n), necessarios para
replicar um portfolio sem risco.

V.oxdz +V 0 wdz, —no xwdz, =0

Vo xdz +V, o wdz,
n= — (15)
O xwdz, +0 xwdz,
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Substituindo (14) e (15) em (9) teremos:

1 1
Vo xdi+V.oxdz +V,o wdt+V, 0 wdz, +— V_olx’dt+ 5 V. o wdt—

wwy

o xwds V.oxdz +V 0 wdz, & xwds V.o xdz +V 0 wdz, ~
x . f
O xwdz, +0 xwdz, G xwdz, +0 xwdz,

—o xwdt V.oxdz +V, 0 wdz, & 1w V.o xdz +V,0 wdz, .\
" O xwdz, +0 xwdz, y "6 xwdz, + 0 xwdz,

Vo xdz +V, d.
+(xw)dt = (r+ A)(xw) 0042, V1,0, Wz, dt =
O xwdz, +0 xwdz,

Vo xdz +V d
=(r+A) V(x,w)- (xw){ 0,302, ¥ 7,0,W Zy}

O xwdz, +0 xwdz,

1 1
=V.0oxdt+V.0 xdz, +V, o, wdt+V, 0 wdz, + 5 V.o x’dt+—V, o wdt—

wwy

2.2 2 2 27 2
3 V.o xwdz, V,oxwdz;

V. xd.
+ (xw)dt - (r + l) (xw) it

O xwdz, +0 xwdz, O xwdz +0 xwdz, O xwdz, +0 xwdz,

_ (r+ l) (xw)Vwawdzx

O xwdz, +0 xwdz,

= (4 A () = (14 2)— O,
o xwdz, +0 xwdz,

V.o xd
(r+2) (ow)V,o,xdz, (16)
O xwdz, +0 xwdz,

Os termos em dz,, e dz,, ttm que somar zero para garantir o portf6lio sem risco. Assim,
cortando os termos em dz e igualando a zero para verificar se essa condigdo ¢ satisfeita:

2.2 2 2 2 2
V.o.dz +V,0 wdz, — V.o X wdz, V.o, dz,

O xwdz, +0 xwdz, O xwdz +0 xwdz,

=0
V.o.dz, (Gxxwdzx +0 yxwdzy) +V, 0 ywdzy(oxxwdzx +0 yxwdzy) -

—V.o’x’wdz’ — Vwoixwzdzi =0

2_2 2 2 2 27 2
V.ioox'wdz, +V.0,.0 xwdzdz, +V,0.0 xwdzdz, +V,0xwdz, —
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V.olx‘wdz, + Vwoixwzdzi =0
Sabe-se que E[dzxdzy] =0, logo:
V.olx'wdz + Vwoixwzdzi V.o x’*wdz’ — Vxxwzdzj =0 CDQ
Entdo, de (16) temos:

Vo xdt+V o wdt + % V. olx’dt+ 1 V,,oow'dt +(xw)dt = (r+ AV (x- w)dt

XX X 2 ww

Dividindo por (d?) e rearranjando os termos, chega-se a equacao diferencial parcial:

XX X ww y

%(V o:x’+V, 0’ wz) +(Vox+V,o0,w)—(r+ AV (x-w)+(xw)=0

onde: «, = a,+ A
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