Capitulo 8

4C A Distribuicao das Firmas

+ Considere uma empresa que pagou o custo de entrada R.

+ Com isso, a firma passa a conhecer a distribuicao de probabilidade da varidvel aleatoria
X. A seguir, ela verifica qual o valor do seu draw inicial de X.

Se: X > X* >

Se: X < X* >

a firma paga / e se torna ativa

a firma entra em estado de espera, com o seu X evoluindo
segundo uma MGB a cada periodo, e se tornara ativa somente
quando X > X*.

Durante todo esse processo, a firma esta sujeita a uma taxa de mortalidade A.

*

Novos entrantes que pagam R chegam a um ritmo N. Para determinarmos o
equilibrio da industria, precisamos saber qual o ntimero total de firmas em cada
estado (quantas estdo ativas (Q) e quantas estdo esperando) e qual o valor de X de
cada uma das empresas que estdo em espera.

No equilibrio de longo prazo, a taxa de morte de Poisson (AQ) e a taxa de ativagdo
(M) terdo que ser iguais, para que Q permaneca constante.

Da mesma forma, o nimero de firmas com cada valor de X também ¢é constante no
tempo. (Ex.: Se os valores possiveis de X forem 24,6 e 8, no equilibrio
poderiamos ter 30% das empresas com X=2, 20% com X=4, 10% com X=6 ¢ 40%
com X=8).

Obviamente, ndo sabemos qual firma em particular estd com que valor de X, pois
elas estdo em constante transi¢do, ora ¢ uma, ora ¢ outra. Mas para nos, isso €
irrelevante, uma vez que adotamos a premissa de que todas as firmas sdo idénticas.

Assim, ora empresa A tem X=2, no instante seguinte tem X=6, mas empresa B que
tinha X=8 passa a ter agora X=2, de forma que o numero de empresas com X=2
seja constante.

Pela equacdo (25) vimos que X segue uma MGB. Do capitulo 3 sabemos que uma variavel
que segue uma MGB tem uma distribuicao lognormal. Isso significa que 0 < X < oo,
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Se fizermos x = /n X, transformamos a MGB de X, com distribui¢do lognormal, numa MAB
de x, com distribui¢cdo normal. Proof:

dX =o Xdt+0 Xdz (dX)* =0’ X dt

x=InX

2
de= P+ 2y 1 O gy
ot oX oX

2
o= 04 X gy 1 IIX po 1 1 gy
0X X 2
dx:i(a)(dtm)(dz)— 12(02X2dz)
X 2X
dx=a dt+0 dz—Lo’dt
dx=(a —+0*)dt+0 dz
ou
dx=vdt+ odz (31

onde x=InX e v=05—%O'2
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Cada nova firma que paga R verifica qual o seu x inicial. A partir dessas N amostras de x,
podemos definir qual a fungdo de densidade do draw inicial das empresas entrantes.
Chamaremos esta fun¢do de g(x). Seja:

g (x) ~ funcdo de densidade do draw inicial
G(x) => fungao de densidade acumulada do draw inicial

Note que como x tem distribuicdo normal (por ser uma MAB), pode assumir qualquer valor
entre -co € +oo,

Definirmos x* = In X* como o valor critico necessario para ativacdo de uma firma. Das novas
empresas entrantes (as que pagaram R), N [1— G(x*)] se tornam ativas imediatamente, pois

Luiz Brandao/Fatima Pombal DEI-PUC 30



x*> x no momento em que essas firmas pagam R, enquanto que as restantes N G(x*) se
somam ao resto da massa de firmas que ficam esperando até que x* > x.

x =log X"
G(x) =] g(x)dx

G(x>x")= r g(x)dx =1- L g(x)dx=1-G(x")

g(x)

1-G(x)

e

Vamos analisar primeiramente o grupo das empresas que estdo em espera. Para estas firmas, o
intervalo de x sera (—oo,x*), pois se x > x*, ela ndo estard mais em espera, estard ativa. Agora,
estas empresas ja tiraram o seu x inicial, e cada uma delas est4 observando o seu x evoluindo
de acordo com a sua MAB. Temos entdo um grande numero de empresas em espera
observando o seu x, o que significa que a cada instante temos um grande nimero de x

diferentes. Definimos ¢ como sendo a distribui¢do do conjunto destes x observados pelas
firmas a cada instante.

Ex.: Sejam 100 empresas em espera. Cada uma observa um x no instante 1. Temos entdo 100
valores de x, de onde podemos tirar média e variancia e construir a distribuicao ¢.

Distribuigcdo ¢

N

x
, dh x*

N ¢(x) dh
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Se ¢0(x) ¢ a densidade de x, ¢ também a densidade das empresas que esperam, pois cada uma
tem um Unico x ¢ a cada x observado corresponde uma empresa. Por conveniéncia,
multiplicamos esta densidade pela taxa N de entrada de novas firmas.

N ¢ (x) = densidade das firmas em espera que tem um valor arbitrario x = x.

Seja N ¢(x) a densidade destas empresas no ponto arbitrario x. Para que a densidade em x seja
constante, ¢ preciso que o nimero de firmas que chegam a x seja igual ao nimero de firmas
que saem de x. Ha trés maneiras de uma firma chegar em x:

1) Pagou R e ap6s um tempo estava em x + dh e recebeu um choque negativo que a
levou para x num instante df seguinte.

2) Pagou R e apds um tempo estava em x - dh e recebeu um choque positivo que a
levou para x num instante df seguinte.

3) Pagou R e o seu draw inicial foi x.

Da mesma forma, ha duas maneiras possiveis para que as firmas saiam de x:
1) Qualquer choque, positivo ou negativo, derivada da MAB de x.

2) Morte Poisson.

Para que o numero de firmas com valor x seja constante, ou seja, para que a densidade de
empresas em x seja constante, ¢ necessario que o numero de firmas que chegam a x seja igual
ao numero de firmas que saem. Note também, que todas as firmas que estdo em x saem no
instante d¢ seguinte - nenhuma fica em x mais do que um dt. Portanto, podemos dizer a
densidade de firmas em x (N ¢(x) dh) ¢ igual a densidade das que entram.

Para que essa densidade permaneca constante, o fluxo de entrada em x deve ser igual ao de
saida ("fluxo balanceado"). Dividindo-se ¢ em pequenos intervalos de duracao df,

escolhendo-se dh tal que dh= o-Jdt e as probabilidades de entrada e saida de x da seguinte
forma:

p:%[HgM} CI=%[1—§M}

Observagao:

g(x) = fungao densidade do draw inicial (firmas que pagam R).

O(x) = fun¢do densidade das firmas que ja tiraram o seu draw inicial e agora estdo em x
(firmas esperando, se x < x*). E a fun¢do densidade das firmas que estdo aptas a receber
choque.

+  Considerando-se o segmento dh centrado em x
¢+ Temos N ¢(x) dh firmas com este valor de x

+ Num instante dt seguinte, todas N ¢(x) dh firmas saem deste ponto x, seja através
de choques Brownianos (positivos ou negativos), seja através de morte Poisson.
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+ Para que a densidade em x n3o mude, estas N @) dh firmas tem que ser
substituidas por outras, que podem ser novos entrantes que tiraram x no seu draw
inicial, firmas que estavam em x-dh e sofreram um choque positivo, ou ainda,
firmas que estavam em x+dh e sofreram um choque negativo.

+ A cada instante, de todas empresas entrantes, Ndt g(x)dh delas tem draw inicial

igual a x.
N@(x+dh)dh
x+dh "
Ndt g(x) dh
x-dh
No(x-dh)dh
dt

+ As empresas em espera também estdo sujeitas a morte Poisson a uma taxa (A)
durante um intervalo de tempo dt (Adf). Sobram entdo, a cada instante dt, (1-Adt)
firmas.

¢+ Também, a probabilidade de choques positivos e negativos ¢ p e gq,
respectivamente.

+ Para haver equilibrio balanceado, estes fluxos tem que ser iguais:

q(1-Adt) N(x+dh)dh
x+dh

Ndt g(x) dh

draw incial = x

x-dh
p(1-Adt) N¢(x-dh)dh

dt

Né(x)dh= N dt g(x)dh+ p(1-Adt)- No(x — dh)dh +q(1— Adt)- No(x + dh)dh (32)

1 2 3 4
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onde:

(1) = densidade das firmas que estavam em x e sairam por morte Poisson ou choque
positivo ou negativo. E também a densidade de firmas que estdo chegando a x.

(2) = novas firmas entrando em x;

(3) = firmas que estavam esperando em x - dh e receberam choque positivo € passaram
para x;

(4) = firmas que estavam esperando em x + dh e receberam choque negativo € passaram
para x;

Da mesma forma, o fluxo das firmas que saem de x ¢ também N¢(x)dh.

q(1-Adt) N¢(x+dh)dh p(1-Adt) No(x)dh
x+dh

0“00‘\)6
A Ndt ¢(x)dh

N »
morte Poisson

Ndt g(x) dh

draw incial = x

x-dh
p(1-Adt) No{x-dh)dh

q(1-Adt) N(x)dh

dt

Voltando a equagdo 32:

No(x)dh= Ndt g(x)dh+ p(1-Adt)- No(x—dh)dh+q(1—Adt)- No(x +dh) dh

Cancelando N dh e expandindo ¢ (x + dh) pelo Teorema de Taylor, temos:

d(x+dh) =¢x)+¢ (x)dh+ % ¢ (x)dh’ +... (a)
d(x-dh) =¢(x) -9 (x)dh+ % ¢ (x)dh’ - ... (b)
De (a) e (b) em (32):

O(x)=dt g(x)+ p(1—Adt)-¢(x — dh)+ g(1— Adt)-¢(x + dh)
0(x) = g(x)dt + p(1— Adt) {§(x) — ¢ (x)dh++¢"" (x)dh’]
+q(1= Adt) [$(x)+ ¢ (x)dh++9"" (x)dh’]
(x) = g(x)dt +(p+q)(1 = Adt)§(x) +(q — p)(1 = Adt) ¢’ (x)dh
+(p+q)(1—2dt) 19" (x)dh’
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mas sabemos que p +¢g =1

0=-¢(x)+(1-Adt)p(x)+(q— p)(1—Adt)¢’(x)dh
+(1=Adt)L ¢’ (x)dh® + g(x)dt

0=—Adt ¢(x)+(q - p)(1— Adt)¢’ (x)dh +(1— Adt)L¢’" (x)dh* + g(x)dt  (c)

Seja dh=o+dt (d)
c
p :%[1+§M}
1 :(q—p)=—§ﬁ @)
s
2 o

Substituindo-se (d) e (e) em (c¢):

0=-Adtp(x)+ —%M(l —Adt)¢’ (x)odt +(1— Adt)L ¢’ (x)o’dt + g(x)dt
0=—Adt(x)+—v¢’ (x)dt +L1¢’" (x)o’dt +g(x)dt

$0°9"(x) = v’ (x) = Ap(x) + g(x) =0 Equagio 33

A equagdo diferencial (33) estd associada a variavel x qlﬂf segue Movimento Aritmético
Browniano (MAB) e cuja solucdo geral tem a seguinte forma ™

¢(x) = Ge™ + Ce™ + ¢ (x)

onde Ce™ +C,e”™™ >  solugdo homogénea
Bo(x) - solugdo particular

e Y1 € Y. sdo as raizes da equacdo quadratica calculada a seguir:

Suponha que d(x)=Ce™ +¢,(x) (1)
Entdo: ¢ (x)=Cye™ +¢, (x) (i)
¢ (x)=Cy e +9," (x) (iii)

Substituindo (@), (i1) e (ii1) na equagao (33), chega-se a:

' Vide Shimko, pag. 35.
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%O'z(Cj/2 e’ + ¢O"(x)) - v(Cj/ e’ + ¢O'(x)) - ),(Ce’“ + q)o(x)) +g(x)=0

Rearrumando os termos da equagdo acima, tem-se:

160, (x) = ve, (x) = A, (x) + g(x) +10°Cy* e —vCy e’ + ACe™ =0

Equagdo 33

Pela equacdo 33, sabemos que os primeiros quatro termos da equagao acima sao nulos. Entdo,
basta zerarmos os demais termos:

Lo’y’Ce’ —vyCe’™ + ACe” =0
Eliminando-se o termo Ce’ da equagdo acima, temos

O=1c’y’ +vy-A=0 Equagcdo 33B
Para determinar as constantes C; e C,, ha duas condicoes:

1) A massa total de firmas esperando ¢ finita, ou seja:

L d(x)dx < oo

~ A . 1 ~ .
Como 7V, < 0 na solu¢do homogénea, tem-se que lim —— =00, 0 que ndo ¢ compativel
e

X—>—o0

com a afirmacdo acima. Assim, fazemos C, = 0 e a equacdo (33) pode ser rescrita da
seguinte forma:

¢(x) = Ce™ +¢y(x)

2) Quando as firmas atingem x*, se tornam ativas e deixam de pertencer a distribuicao ¢(x).
Vamos analisar o que ocorre no ponto x*- dh, imediatamente a esquerda de x* So6 ha dois
modos da firma chegar a x* - dh: tirando x*- dh como draw inicial, ou vindo de x*- 2dh
através de um choque positivo.
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Ndt g(x*-dh) dh
draw incial = x*-dh

> N ¢x*-dh) dh

x*-2dh-

p(1-2dt) Ngyx*-2dh)dh

dt

a) a firma estava em x = x* - 2dh e recebe choque positivo, ou
b) a firma paga R, entra no mercado e tem um draw inicial de x* - dh.

A equacdo (32) agora fica:
N@(x*—dh)dh= N dt g(x*—dh)dh+ p(1—Adt)- No(x *=2dh)dh

Para simplificar a notagdo, daremos um shift fazendo x = x* - dh, para podermos usar a
mesma notacao da equagao 32 anterior. Assim, podemos rescrever a equacao 32, sabendo que
ndo ha firmas esperando em x* ou em qualquer posi¢ao acima desta (x > x*) e, portanto,
elimina-se a parte associada a probabilidade de queda ¢, ou seja:

No¢(x)dh = Ndt g(x)dh+ p(1—Adt)- N¢(x —dh)dh
onde:

N ¢(x) dh - densidade das firmas em x = x* - dh

N g(x) dt dh - firmas que nasceram em x* - dh

p(1-Adt)N ¢(x-dh)dh >  firmas que estavam em x* - 2dh e receberam
choque positivo.

Aplicando-se expansao de Taylor ao termo ¢ (x - dh) e substituindo-se os valores de dh =Vdt e

de p= %[l +1\/E}, chega-se a 0(x) = 0 em x = x* - dh. Fazendo-se dh = 0, encontra-se a
o
condicdo ¢(x*)=0.

Proof:
O(x)=g(x)dt+ p(1— Adt)p(x — dh)

Substituindo o valor de p, tem-se:
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O(x) = g(x)dx+%_1+§ﬁ}(1— Adt)- ¢(x — dh)

¢(x)=g(x)dt+% l—ldt+£\/5—%\/% -¢(x —dh)

0

Expandindo ¢(x) pelo Teorema de Taylor:

o(x)= g(x)dt+%[l —Adt +§\/Z} o) = ¢’ (xX)dh+%9"" (x)dh’]

O(x) = ¢’ (x)dh+1¢"" (x)dh* — Adi(¢(x)~ ¢’ (x)dh+ 19"’ (x)dh’)

= dt +—
P =g+ + N (0(0) -9 (D)dh-+39" (2)ah’)

Eliminando os termos com expoente > 1 em dt. (lembre que dh =Vdt )
o(x) =g(x)dt + %[qxx) — ¢’ (x)dh+1¢" (x)dh® — Adt¢(x)+ gﬁ(cv(x) - ¢'(x)dh)}
L(x)— g(x)dt - %[—cv'(x)o-ﬁ +1¢" (x)0’dt — Adtg(x) + gﬁ(m) - ¢'(x)aﬁ)} =0

$000) = g(0)dt =36 (¥)0di = 56" (x)0"d1 + § Adeg(x) ~ 5N dig(x)+ 5 ¢ (x)odt =0

Separando os termos em df e \dr:

%cv(x)—[g(x)— Lg'’ (x)0° +%A¢<x)+l¢'(x)a}dr - [%d)’(x)cr— lcv(x)}ﬂ =0
20 20

Multiplicando-se a equagdo acima por dt, chega-se a: 2227777277777

1o(x)dt=0 = #(x)=0

QOutra forma???

Para que esta expressdo seja zero, cada um dos termos tem que ser zero. Entdo temos
10(x)=0. Mas fazendo isso para os demais termos, no ultimo teremos ¢’(x) =0, o que ndo é
verdade.

Substituindo-se x por x* - dh, tem-se:
O(x" —dh)=(x )=’ (x)dh+1¢""(x)dh’=0 =  ¢(x)=0
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Podemos também calcular a que taxa as firmas que estdo esperando atingem x*. Essa taxa ¢
dada por:

p(1=Adt)No(x" — dh)dh
Aplicando-se novamente o Teorema de Taylor, chega-se a:

p(1- ldt)N{d)(x*) — ¢’ (x")dh + %q)”(x*)dhz]dh

p(1- ),a’t)[% N¢”’ (x")dh’ — N¢’ (x*)dh2]

=0

p(1=Adt)[-N¢' (x")o dt

—pN¢’ (x")odt
\%
o

Lembrando que p = %[1 +— M} , temos —%[1 + 2 M}N{D’ (x")o’dt
o

Entdo, podemos dizer que a taxa de ativagao num intervalo dt ¢é:

—% N¢’ (x")o’dt

Vale observar que, nas passagens acima, usou-se: primeiro o fato de que ¢(x*)=0 e,

posteriormente, dh = Vdt, e também que p= %[1 + 1\/5 } .
(o)

Solugao Analitica

Suponha que a distribui¢do de X seja uniforme ao longo do intervalo (0, X ). Logo, x =1In X
tem distribui¢do exponencial ao longo do intervalo (—ee, ), onde:

F=InX e g(x)=e"*

Voltando para a equagao 33:

100" (x) - v¢’ (x)— A9(x) + g(x) =0
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No caso em questao, a equacao fica:
70°¢"(x) = v¢’ (x) = Ap(x) +e =0

Considerando-se o intervalo x* < X, uma das solugdes particulares da Equagédo 33 é:

d(x) = Ke*™
6y(x) = Ke**
Po(x) = Ke*™

Substituindo na equacao diferencial, temos:

1o’Ke"™ —vKe"™ —AKe" +e " =0
1o?K—vK—-AK+1=0

1
~ A+v-1io?
Entao (PO(X):ﬁ onde 1+V—%62 :—Q em Y =1
2

Para fazer sentido econdomico, o denominador da equagdo acima deve ser positivo e, portanto,
a equacao quadratica Q deve ser negativa quando avaliada em y = 1. Assim, a raiz positiva y;
deve ser > 1. Assumindo-se que y; =77 > 1, a solugdo para a equacao (33) sera:

¢(x) = Ce” + ¢, (x)

onde a constante C pode ser determinada da condig@o ¢p(x*) = 0. Seja

x—X

e .
¢(x):Ce’“+m:0 (1)

Sabe-se que, em x*, teremos ¢(x*) = 0. Logo,

x*—X

e

x)=Ce" +————=0
) A+v-1o?
et .
C=—F—"—"—=¢" (ii)
A+v-1o’

De (i1) em (1), chega-se a:

x—x x*-x x—x

e

#(x) = Ce™ + - A R
A+v-1o? L+v-1o? A+v-Lio?
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00 =5

*_ —nk —_y
1 2[ X*=X —p* _m xx]
+V—5G

¢(x) = —l N vl_ - 0-2 [ex—)? _ ey(x—x*)ex*—ﬁ] Equagﬁo 34
2

Agora podemos calcular alguns valores agregados das firmas que estdo esperando para
investir. O numero total de firmas em espera ¢ dado por:

M= NJ._): o(x)dx

e e e
Desenvolvendo-se a integral acima, temos:

*

x—x x*—x xt (x—x%*)
_[ e dx—e _[ e’ dx =

—oo

et g . 1
eX—X _ eX —X — eX—X 1__
- YL Y
= [—7 - 1} (if)
Y
De (2) em (1):
M = N ')/ x*—%

: e
A+v-L1o® y-1

Vimos anteriormente que a taxa de ativacdo ¢ dada por
este termo, temos:

Y N¢’ (x")o’dt . Desenvolvendo

—Lo?N¢' (x")=—10"N|y Ce™ +,(x")
\—T—J

X*—% _—p*

* e e

=—10’Nye" | ———
A+v-io

_ 1 2 x*—3x
=——550%Ye¢
1522
)«‘}‘V—EO-
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%0-2(/}/ B 1) ex*—)?

—$0°N¢'(x")=N
20N A+v—1Lo’

Para que o nimero de firmas operando na economia permaneca constante ¢ preciso que o total
que entra seja igual ao total que sai:

Entram: e As firmas que recebem draw inicial suficientemente grande para justificar
ativa¢do imediata, que tem uma taxa N[1-G(x*)].
e Mais as firmas que estavam esperando e investiram porque seu x superou x*,
UV | ,
que tem uma taxa de ativacao Y No?¢' (x).
Saem: e A propor¢do A das firmas que morrem por morte de Poisson, a uma taxa AQ.

N[1-G(x*)] i

—% No’¢'(x)—> Q L~ AQ (morte Poisson)
Igualando os fluxos, temos:
AQ = N[1-G(x*)- 1079’ (x*)] equagio  (35)

No exemplo utilizado na solu¢do analitica, X tem distribuicdo uniforme e a condicdo (35) se

torna:
AQ = N[l —e" T —107 (}/ Ce’™ + ¢O(x*))]
AQ=N[1-e"* —1a%y Ce’™" -1 07!, (x*)]
Mas ¢,(x*) = sz = ¢ (x*) = sz
A+v—1io A+v—1io
et .
e C=—-—% 7,
A+v-1io’

Substituindo, temos:

. . x*—x . . ex*—)?
A0=N|l-e""+ig’y| ——— e """ -Lg? —
© 207 A+v-1io’ 27 A+v-lo?
.. e *—3x ex*—)?
A =N|1-e""+1lo%y ~1o?
i 2 A+v-Lto® ?7 A+v-lo?
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AM)=N 1= 1_M
A+v-1o?

A0=N 1—e**‘f(

A+v-lo’-lo’y+1io?
A+v-1o?

_152
/IQ:N[I—eX*M’JFV lo y}

A+v-1io’

Sendo que a massa total de firmas esperando ¢ dada por M + Q.
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