Capitulo 4 — Otimizacao Dinamica sob incerteza

Decisdes de investimento dependem fortemente da varidvel tempo. Um investimento hoje
retorna um fluxo de caixa futuro que ¢ afetado pela incerteza e também pelas decisdes que a
empresa e seus competidores tomardo no futuro. Para tomar a sua decisdo hoje, a firma
precisa levar em contar essas consideragdes futuras. As ferramentas de modelagem
matematica que usamos para modelar a nossa decisdo de investimento, devem entdo ser
capazes de lidar com essas contingéncias futuras. Nesse capitulo estudaremos duas dessas
ferramentas matematicas: Programag¢dao Dinamica e Contingent Claims Analysis. Apesar de
terem semelhancas entre si e levarem a resultados idénticos em muitas aplicagdes, estes dois
métodos assumem premissas distintas a respeito dos mercados financeiros e das taxas de
desconto dos fluxos futuros.

Programacgéao Dinamica

E uma ferramenta genérica para otimizagdo dinamica, utilizada para avaliagao de ativos nao
replicaveis. Essa técnica divide toda a seqiiéncia de decisdes em apenas duas:

+ adecisdo imediata

+ uma funcdo de valoragdo que engloba as conseqiiéncias de todas as decisdes
subsequentes.

Se o horizonte de planejamento for finito, entdo a Ultima decisdo ndo tem nenhuma outra
decisdo subsequente, e portanto, pode ser definida utilizando os métodos tradicionais de
otimizacgdo estatica. Essa solucao encontrada fornece entdo a func¢ao de valoracao apropriada
para a penultima decisdo. Continuando de traz para frente desta maneira, chegamos ao
instante zero. Essa técnica pode ser usada mesmo quanto o numero de periodos for infinito,
como veremos mais adiante. Pode-se dizer que esta técnica ¢ apropriada quando o mercado ¢
incompleto.

Contingent Claims Analysis — Analise de Direitos Contingenciais

Baseado nos fundamentos da teoria de financas econdmica, ¢ utilizada para avaliagdo de
ativos replicaveis. Observe que um projeto de investimento ¢ definido por um fluxo de custos
e beneficios futuros que variam com o tempo e com a incerteza. A firma que detém os direitos
a este fluxo, ou a uma oportunidade de investimento, ¢ proprietaria de um ativo que tem um
valor. Uma economia moderna possui um mercado bem variado de ativos de todos os tipos.
Mesmo que o projeto ndo seja um destes ativos negociados no mercado (se for, o problema
esta resolvido pois € sé observar o seu valor no mercado), podemos calcular o seu valor
implicito relacionando-o com outros ativos negociados no mercado.
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Para isso, precisamos montar um portfolio de ativos negociados no mercado que replique
exatamente os retornos do nosso projeto de investimento agora e no futuro. (Note que a
composi¢ao deste portfolio ndo precisa ser fixa: ela pode variar com o tempo). Como o
portfolio é composto por ativos que sdo negociados no mercado e de valor conhecido, o valor
do portfélio ¢ simplesmente a soma do valor dos ativos que o compde. O valor do projeto
entdo deve ser idéntico ao valor deste portfolio, pois como ambos ddo o mesmo retorno,
qualquer diferenca de preco entre um e outro daria margem a um ganho de arbitragem. Pode-
se dizer que esta técnica ¢ apropriada quando o mercado ¢ completo.

Resumo:
+ Ativo é negociado no mercado = observe o seu valor de mercado
+ Ativo ndo ¢ negociado no mercado:

= Monta uma carteira de ativos negociados que replique as caracteristicas do
ativo (L e O0)
= O valor desta carteira ¢ o somatério do valor dos ativos que a compde, porque

se tem 0 mesmo retorno € 0 mesmo risco, entdo o valor também tem que ser o
mesmo, sendo existira oportunidades de arbitragem.

1 Programacgao Dinamica

1A - O exemplo de dois periodos

Usaremos aqui o mesmo exemplo de dois periodos desenvolvido no capitulo 2. Vamos
adotar, no entanto, uma notacdo mais genérica. Vamos ver que valores resultam de cada
uma das decisdes: investir agora ou adiar a decisdo parat=1.

Seja: I > Investimento Inicial, considerado irreversivel (Sunk Cost)
r > Taxa de juros
Py = Prego do produto no tempo =0
Vo =2 VP dos fluxos
Fluxo ¢ perpétuo
Q -> Valor do Projeto/Firma

(1+u)Py  ceeeeee. com probabilidade ¢
Py

(1-d)Py oo com probabilidade (1-g)
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a) Supondo investimento agora ou nunca (sem opg¢ao de adiar)
Investe Vo-1

Qo
Nao Investe 0

Vo => valor presente esperado dos fluxos de caixa que a firma recebe se investir

_ - A P,
I/()_I)()+,Z(1+r)i_ ot

onde E[P1]= g Po(1+u) + (1-q) Po(1-d)

V, =B +[qR(1+u) +(1 —q)R(1 —d)]/r
Vo= Br +q(1 +u) +(1 =¢)(1 =d)]/r
V, = Po[r +qu+1-d +qd)]/r

Po[l+r +q(u+d) —d]
r

Vo:

Se Vo> I=> o investimento sera feito e a firma recebera Vo - |

Se Vo< I=> o investimento ndo sera feito e a firma recebera zero

Se Vo= I=> a firma ¢ indiferente entre investir € ndo investir, e recebe zero em ambos os
casos.

Seja agora Qg o Valor Presente Liquido (VPL) do projeto, se for uma decisdo do tipo agora ou
nunca. Vimos que:

Qp=max [V, -1, 0] equacao 1
Como o processo decisdrio termina no instante zero, Qp, também ¢ chamado de valor
terminal.
b) Supondo agora a possibilidade de adiar por 1 periodo até ¢ = 1. Numa situacao real, a
oportunidade de investimento pode existir também para os periodos seguintes, caso em

que se pode adiar a decisdo. No nosso caso do Cap 2, nao ¢ preciso ir além do periodo 1,
pois o estado ndo muda mais a partir dai. No periodo 1 o prego sera:

(1+u) Py com probabilidade ¢

P,
(1-d) Py com probabilidade 1-g
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A decisio de investimento sera:

Py = (1+u) Py - investe

Py =(1-d) Py - nio investe

O Valor Presente deste fluxo de caixa no periodo 1 sera: (note que V| ndo ¢ estocdstico -
estamos no tempo ¢ = 1 e ndo existe mais incerteza de prego).

Vi=P+Py/r
V=P (1+r1)/r

Se: Vi>1 -  investe
V=1 - indiferente
Vi <I - ndo investe

Assim, independentemente do que aconteca com o preco do periodo zero para o periodo 1, a
firma investird se V> I, realizando um Valor Presente Liquido de:

Fi=max [V; -1, 0]

Este valor ¢ chamado também de continuation value, ou valor de continuagdo. Note que
mudou a notacdo do VPL: antes era Q, agora ¢ F. Os dois representam VPL, mas Dixit
reservou Qt para representar VPL de valor terminal, quando ndo hd mais a opgdo de
continuar, enquanto que usa F para representar VPL de valor de continuagdo, quando existe a
opcao de adiar a decisdo por mais periodos.

Em ¢ =1, esses valores sdo fixos e conhecidos. Mas do ponto de vista do investidor que esta
no instante zero, tanto V; quanto F; sdo varidveis aleatdrias, conforme visto no grafico a
seguir:
t=0 t=1
Fi'=max [V, -1, 0]
Eo(Fy)

Fi” =max [V -1, 0]
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Vistas de 7 = 0, as alternativas existentes em 7 = 1 sao:
+ Se prego subir de Py para P, =P, (1+u), teremos F," = max [Vl+ - L,0]

+ Se precgo subir de Py para P;” =Py (1-d), teremos F;” = max [V, - L,0]

a, b 2 estados da natureza - Um periodo:
u; - variavel de controle
t=0 r=1
ndo investe
u; = 0

Investe
u; = 1

ndo investe
u; = 0

Investe

u; =

Investe
Ug = 1

Entdo em ¢ = 0 ndo sabemos ainda se Py ira subir ou descer, portanto precisamos calcular
todas as possibilidades. Vamos calcular o valor esperado da continuidade do projeto, a partir
das informagdes disponiveis no instante zero. Observe que este ndo é o valor esperado do
projeto no instante zero, pois nao engloba a alternativa de investir em =0.

E,[F]=qE[F"1+(1-q)E[F]
E[F]=gmax[V;" =1,0] +(1 ~q)max[V;” ~1,0]

onde Vi'=P,"(1+r)/r = (14+u)Po (1 +1) /1
e Vi=P (l+r)/r = (1I-d)Pp(1 +1)/1

E[F]= qmax[w -1, O} +(1—-¢q) max[(1 “d)RA+r) -1, O} equacio 2
r r

Este valor ¢ o valor de continuagdo usando a informacgao disponivel no instante zero. Vemos
entdo que a firma tem duas escolhas no periodo zero:

+ Se ela investir imediatamente, recebera Vg - 1

+ Se ndo investir, receberd Ey [F;] calculado acima, descontado do instante 1 para o
instante zero através do fator 1/(1+r)
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A decisdo otima ¢, obviamente, aquela que tiver maior valor. Assim, o VPL de todas as
oportunidades 6timas de investimento, Fy, sera:

F, = max{V0 —1,1+E0(F1)} equacio 3
r

t=0 r=1
ndo investe 0

F]a = max(Qla,O)

Q]a=V1a-I
0
lezvlb -1

Como vimos, utilizando a técnica da programagdo dinamica dividimos o problema em duas
partes:

1- A decisdo imediata

2- As demais decisdes, cujos efeitos estavam refletidos no valor de continuagdo do
projeto.

Para achar a seqiiéncia 6tima de decisdes, comecamos resolvendo de tras para frente.

A diferenca (Fy - Qo) € o valor da flexibilidade adicional, ou seja, a op¢ao de adiamento da
decisdo. Examinando os fatores que afetam o valor da opg¢ao de esperar, teremos:

+ adiar a decisdao representa abrir mao da renda do primeiro periodo => favorece a
decisdo imediata

+ adiar a decisdo significa adiar também o custo do investimento => favorece a
decisdo de esperar ja que a taxa de juros € positiva

+ adiar a decisdo permite a otimizagdo para queda e subida de preco, enquanto uma
acdo imediata ¢ baseada somente na média ponderada das duas.

Fazendo isso através de arvore de decisdo: exemplo do Cap. 2 de investir agora ou adiar por
um periodo apenas.

Variavel de estado  x (a,b) -  x(prego sobe, prego desce)

Variavel de controle u (0,1) - u (adia decisdo, investe agora)
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1B - Multiperiodo

Vamos considerar agora que a op¢ao de investimento perdura por mais de dois periodos.
Desenvolveremos a teoria de programacdo dindmica num contexto em que a incerteza ¢
modelada utilizando-se o processo de Markov de tempo discreto, onde apenas o valor corrente
de uma variavel e as opgdes disponiveis para o futuro sdo relevantes para se determinar o seu

valor futuro.

Sejam:

X¢ =>

Uy =>

TG (X, Up) =>

Variavel de estado que descreve o status atual da firma no que se refere as suas
operagdes e oportunidades de expansdo no periodo . Em qualquer periodo ¢, o
valor corrente de X; € conhecido, mas os valores futuros Xei, Xe2, ..... sdo
variaveis aleatdrias. Supomos também que x segue um processo de Markov.
Um exemplo ¢ o preco do petroleo, que varia com o tempo. Outro ¢ a demanda
por um produto, como energia elétrica, exemplares de um jornal, que também
variam com o tempo.

variavel de controle que representa, a cada periodo ¢, as escolhas disponiveis
para a firma. O valor u; do controle no instante ¢ deve ser escolhido usando
apenas as informagdes disponiveis no tempo ¢, ou seja, X.

Ex. Discreto: u=0 ->  adia, espera até ¢ =1
u=1-> investe agoraem =0

Ex. Continuo: u pode ser a escala do investimento, ou a decisdo sobre o
numero de exemplares de uma revista/jornal ou item que serdo
produzidos naquele periodo.

fluxo de lucro da firma no periodo #, que depende das varidveis de estado x;
e de controle u;.

D, (x¢41 [X1, u) => funcao de distribuicao de probabilidade cumulativa do estado do periodo

p=>

seguinte, condicionada a informagao existente hoje dada pelas variaveis de
estado e de controle do periodo atual x; e u;. Observe que x; e u; do periodo
t afetam ndo s6 o lucro futuro, mas também a distribuicao de probabilidade
dos estados futuros. No exemplo binério anterior, era a probabilidade g.

taxa de desconto

O objetivo aqui € escolher a seqiiéncia de controles u; que maximiza o VPL esperado dos
payoffs. As vezes, forcaremos o processo decisorio a acabar em algum periodo T, com um
payoff final que dependerd do estado alcangado. A fungao de valoragcdo desse payoff final ¢
chamada de funcao de payoff terminal, Q1(xr).
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Qr (x1) => termination payoff function (s6 depende de xr)

Fi (x) => VPL esperado de todos os fluxos de caixa da firma, quando a firma toma
decisdes 6timas desse ponto em diante.

Agora, estamos prontos para aplicar a técnica da Programa¢ao Dindmica. Suponha que a data
atual é 7 e o estado € x..

Quando a firma escolhe a variavel de controle u;, ela recebe o lucro imediato Tt (x;, u¢). No
periodo #+1 o estado sera x;;. Decisdes Otimas a partir dai dardo, na notacdo estabelecida,
Fi1(Xi+1), que € uma varidvel aleatdria, vista do instante t. Descontando para o periodo ¢, a
soma do lucro imediato e do valor de continuidade, F(X+1), teremos:

1
T, (xz > ut) + E Et [F;+l(xt+1)]

Podemos assemelhar esta analogia ao valor de uma acao, que depende do dividendo imediato
(conhecido) e do valor esperado do seu valor no futuro.

Obs:
q)t(xt+l|xta ut) = Jg(x)dx
dq)t(xt+l|xta uz )/dx = g(x)

Note que E(x) = Jx g(x) dx
onde x =F, (x,,)

Entio E,[F,, (x.)]= [ F(x) dO,(x,u]x, 1)

@ = funcado de distribuicdo cumulativa
d® = funcao de distribuicao

A firma escolhera u; de modo a maximizar a expressao acima, e o resultado sera o valor F; (x:)

1 ~
F(x,)= %{rg (x,,u,) +EE,[FM(XH1)]} equacio 4

U

payoff imediato + valor de continuagéo

Essa equagdo ¢ conhecida como Equagdo Geral de Bellman. A primeira parcela ¢ o payoff
imediato, a segunda ¢ o valor de continuagdo. A melhor decisdo ¢ aquela que maximiza a
soma destas duas parcelas.

No exemplo anterior de dois periodos, tinhamos duas escolhas possiveis: investir agora ou
adiar, e maximizar F; (x,). Significava escolher a melhor das duas opg¢des.
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F = max{V0 —I,LEO(F{)} equagdo 3
I+r

O investimento nos dava V, — I, e adiar o projeto ndo dava fluxo de lucros Tg (x, uy)
algum e apenas um valor de continuac¢ao E¢[F;] descontado para o tempo zero. O maximo
desta escolha binaria nos dava a solugdo otima. Maximizar em u significava escolher a
melhor das duas alternativas. Podemos ver que este ¢ um caso particular da equacdo de
Bellman. Note que a representacdo de Bellman ¢ mais abrangente pois admite » escolhas e
ndo apenas duas. Maximizar em u no caso de Bellman significa escolher entre n
alternativas, que estdo implicitamente representadas pela expressao dentro dos parénteses.

Se o caso multiperiodo tem um horizonte finito de tempo T, podemos comecar do final e
caminhar em dire¢do ao instante zero. No instante final T do horizonte, a firma recebe o
payoff terminal Qr(xt). Entdo em T, temos:

Fr(x;) =Qp(x;)

Assim, no periodo imediatamente anterior o valor residual do investimento sera:

1
Fr o (xp) = %{HT—I (X7, Ur ) +EET—1[QT(XT)]}

Ur—

Dessa forma, ficamos conhecendo a fun¢ao de valoracdo em T — 1, e podemos resolver o
problema de maximizacdo para ur.;. Feito isso, substituimos essa solu¢do na equagdo de
Fra (Xt2), € teremos a fun¢do de valoragdo Fr.,. Resolvendo a maximizagdo para ur.,
substituamos novamente, etc.

1
Fr oy (xp,) = rﬂ?_’?{nr—z (X75U7 ) +EET—2[FT—1(XT—1)]}

Ur-

1
Fry(x5) = %{nr—s(xr—3’ur—3) +EET—3[FT—2 (x; —2)]}

Ur-3

Ex: Seja a fungdo a seguir.

FT =TT, +LE[FT+1] onde Fri1 = Q11 = 100

I+p
TG, = constante
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1
+0.1

Fr=2+ E[100]

1 1 1
=M, +——E[F,|=m,_ + 2+—E(1
Froy = M 4 B = T 1+p[ o (om}

| 1] | 100
FT—Z :T[T—Z + E[FT—I]:T[T 2 + ITT—I + 2+
1+p 1+p| 1+p 1+p
1

1 1 100
It , t— T + 2+
1+p 1+p{ 1+p{ l+p:|:|:|

oo el M| T 100
-3 -3 1+p 1+p 1+p|1+p
Fo=q Ty o T T 100
T-3

=3 + + 2
(I1+p) (1+p)* (1+p)° (1+p)

Como os TTsao iguais:

1
FT—3 =T, +EE[FT—2] =T, +

F_n+n+n+n++100
o (1+p) (1+py (1+p)° 77 (1+p)"
F=m+
P
t=0 t=1 t=2

N&o Investe
u, = 1

Investe t =2
u,=0

Nao Investe

u, =
N&o Investe

Investe t =1
u, =

Investe t =0

u:

0
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1C Horizonte Infinito:

Quando o horizonte ¢ infinito, ndo ha um valor final do qual podemos comegar de tras para
frente. O problema torna-se recursivo, o que facilita a obtengao da solucao.

A simplificagdo crucial que um horizonte infinito traz a equacdo 4, ¢ a independéncia do
tempo ¢. Para entender isso vamos examinar um exemplo muito simples, onde ndo existe
incerteza. Suponha um titulo perpétuo e sem risco, isto ¢, que nunca sera resgatado, que paga
uma renda fixa. Qual ¢ o valor deste titulo? Seja $100 o valor desta renda fixa anual, e 10% a
taxa livre de risco.

et —t—

A fungdo de valor (V) deste titulo em cada tempo ¢ sera o valor presente dos seus fluxos
futuros, que ¢ um fluxo infinito de dividendos, descontado a taxa livre de risco. Numa
perpetuidade, essa fungdo ¢ Div / r, ou seja 100/0,10 = 1.000 neste caso.

0 1 2 3 4 5

Vo V1 Vz V3 V4 VS

E qual o valor no instante # = 1?7 Também serd o valor presente de um fluxo infinito de
dividendos, e novamente, a funcdo de valor serd Div / r. Podemos ver entdo que a funcdo de
valor serd sempre a mesma, independente do periodo em que o calculamos, portanto, a funcao
¢ independente do tempo.

No caso acima onde ndo existe incerteza, como os dividendos e a taxa livre de risco sdo
constantes, o proprio valor do ativo também ¢ constante e igual a $1.000. Num caso onde
exista incerteza, a fun¢do valoragdo sera constante, mas o valor calculado a cada tempo ¢
podera ser diferente, pois dependera do estado x que ocorreu no instante ¢.

Assim, o estado corrente x; importa, mas a data do calendario #, por sua vez, ndo tem nenhum
efeito. Assim Fy (x¢) = Fi(x¢) =F (x¢), 0 que significa que a func¢ao de valoracdo ¢ a mesma
para qualquer 7. A nossa premissa aqui também ¢ que a funcdo lucro Tt a funcdo distribui¢ao
de probabilidade @, e a taxa de desconto p sdo independentes do tempo, (ndo mudam com o
tempo) situagdo que ¢ satisfeita ou presumida na maioria das aplicagdes economicas.
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Neste cenario, o problema daqui a um periodo ¢ idéntico ao problema agora, exceto pelo novo
estado inicial. Assim, a fun¢do de valoragdo ¢ comum a todos os periodos, embora o seu valor
a cada valor x; possa ser diferente. A equacdo de Bellman se simplifica para:

1
F(xz) = rilva_),({n(xt’uz) +EE1 [F(xtﬂ)]}

L

Como x; e X+ podem assumir qualquer um dos estados possiveis, serdo representados apenas
como x € x’. A equagdo se torna, entao:

1

F(x)= u)+——E|F(x")x, ao 5

(x) r&:gg{n(x u) +p [ (x")lx u]} equagao

Note que agora representamos o Valor Esperado como condicionado ao valor corrente de x e
u.

Para resolver essa equagao, deve-se utilizar um procedimento iterativo:

+ Comece com qualquer estimativa para F(x), digamos, F(x) e use essa estimativa no
lado direito da equagao 5.
]}

— 1 Sy
F(x)-r%a}{n(x,ume[F (x")

+ Encontre agora a regra de escolha 6tima correspondente u', que agora pode ser
expresso como uma funcao de x apenas. Note que o lado direito agora ¢ totalmente
conhecido, de modo que podemos determinar o seu valor para qualquer x, e
podemos escolher entdo o u que maximiza este valor. Substituindo de volta na
equacao 5, o lado direito maximizado agora torna-se uma nova fung¢ao de x, FO(x).

2 — 1 1
F®(x) = ni(x) +EE[F( ()]

+ Agora, use esse valor como a nova estimativa para o valor da fun¢do F(x) e repita o

procedimento.
1
FP(x)=m(x)+——E[F?(x
() =)+ [FO )]
+  As estimativas sucessivas F®(x), F9), ...... irdo convergir para o valor verdadeiro
da funcao.

A convergéncia ¢ garantida, independente da estimativa inicial, dado que o problema tem uma
solucdo unica. A chave da questdo ¢ o fator 1/(1+p) do lado direito da equacdo. Como p ¢
positivo, 1/(1+p) < 1, o que faz com que eventuais erros na estimativa se reduzam a cada
periodo, até que reste apenas a solucdo correta. Se os lucros (1) sdo bounded, quaisquer erros
na escolha de u nao "explodem".
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Ex: Exemplo sem incerteza. Escolha um valor terminal qualquer. (no caso escolheremos 100).
Veremos que o resultado independe do valor terminal que foi escolhido.

F(x)= n+ﬁE[F(x’ )

1

(D)) =
FO(x) n+1+pE[100]

1 1
FOx)=m+——E|F®(x)|=m+—E
(1) = T+ E[FO(0)] =+ — _

+p

4 _ 1 3
F9(x)= H+EE[F( ()]

1 1
(5) — _— 4 = S
F™(x) 7T+1+pE[F (x)] ”+1+pE

F(n)(x) = 7-[+ n

=m+——F
1+p

Seja F V' (x) =100

E[l oo]}

I+p

m+——FE n+LE[100]
L 1+p

I+p |  1+p

m 100

F(x)=m+—

Apéndice A:

+ + + +..+
l+p (1+p)y (+p)y (1+p) — (1+p)

I

S LE[MLE[mO]m

1+p

Prova da existéncia e de unicidade da solugdo da equacao de Bellman para horizonte infinito.

Queremos achar F(x). Note que o lado direito da equagdo ¢ uma fung¢do de uma funcao.
Seguindo a seqiiéncia descrita anteriormente, que escolhemos o valor correto para F! (x) que
substituimos na equagio acima. Substituindo seguidamente, achamos F® (x), F® (x), etc. O
que ocorre com essa seqiiéncia de fungdes F™ (x) quando m tende para infinito?

Suponha que a nossa escolha inicial contivesse um erro k constante. Seja Z D (x)=FY (x) +
k, onde k € o erro da nossa estimativa inicial. Substituindo na equacdo de Bellman conforme

acima, temos:
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Note que o erro k nao altera a maximizagdo u, pois ¢ uma constante que se soma a todas as
alternativas possiveis, nem ela afeta nenhum outro termo da fun¢do. Podemos escrever a
equagdo acima também como:

Continuando para os demais termos, chegamos a

Isso mostra que o erro inicial de estimativa decresce geometricamente a cada iteragcdo até se
tornar desprezivel. Dessa forma, podemos garantir que a fungéo final F™ (x) ndo contem erro,
independente da escolha inicial para FV (x).
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1D Optimal Stopping:

Vimos que podemos ter o caso em que a nossa escolha em cada periodo ¢ binaria, onde uma
alternativa corresponde a parar ou interromper o processo € receber o payoff terminal,
enquanto que a outra significa continuar o processo por mais um periodo, onde entdo outra
decisdo bindria ocorrera.

No exemplo anterior em questao analisamos uma oportunidade de adiar um investimento:
+ Parar corresponde a realizar o investimento e receber o payoff terminal Qg

+ Continuar significava adiar a decisdo de investir e continuar esperando. Continuar
ndo gerava fluxos de lucro dentro do periodo.

Um caso particular de programacao dinamica que ¢ muito importante para a nossa aplicagao ¢
0 caso em que o projeto ja estd em operacgdo e existe op¢ao de abandonar projeto e encerrar as
suas operagoes. Nesses casos, continuar pode gerar um fluxo de lucro positivo ou negativo,
como, por exemplo, uma fabrica em operacdo que esteja passando por dificuldades
econdmicas. Parar (abandonar), por outro lado, pode gerar um valor residual da planta e de
equipamentos menos as obrigagdes trabalhistas, contratuais, etc. Passaremos agora entdo a
considerar ndo mais o caso da op¢ao de adiar um projeto, mas a op¢do de abandonar um
projeto que esteja em andamento.

Seja Tt (x) o fluxo de lucro da firma na continuagdo e Q (x), o payoff decorrente da parada ou
abandono. A equacao de Bellman fica entdo:

equacio 6

F (x) = max {parar, continuar }

onde
Q (x) = Valor de parada ou abandono
TU(X) = lucro instantaneo da firma na continuacao
= Valor Esperado dos Lucros Futuros
x = x futuro
x| x = x futuro dado x atual

Para alguns valores de x, 0 maximo da equagdo sera obtida optando-se por parar o projeto,
enquanto que para outros valores de x isso serd obtido com a continua¢do da operacdo do
projeto. Teoricamente essa divisdo poderia ser arbitraria, mas a maioria das aplicagdes
econdmicas sdo mais bem comportadas = de um modo geral, existira um tUnico ponto de
inflexdao x* , com parada 6tima de um lado e continuacao 6tima no outro.
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No exemplo do Cap 2, pg. 37, fig. 2.4, o x* critico era Py = 249, tal que investir (parada
Otima) era 6timo para valores de Py > 249 (a direita), e esperar (continuagao 6tima) era 6timo
para valores (a esquerda).

Py>249 -  continuagdo ¢é 6tima
Pp<249 -  parada ¢ 6tima

Regido de Continuagdo v Regido de Parada

-
I
Py <249 Po* =249 Py > 249

No caso agora estudaremos a seguinte situagao:

x> x* - continuagdo é 6tima
x <x* - parada ¢ 6tima

Regido de Parada v Regido de Continuacao
| >
x <x* x* x> x*

Vamos examinar as for¢as que fazem com que continuar seja mais interessante para valores
mais altos de x*:
+ Primeiramente, o payoff de continuar deve se tornar maior relativamente ao payoff
de parar.

Payoff de continuar = lucro imediato + Valor Esperado dos lucros Futuros

Payoff de parar

Assim, Equacao 7

deve ser crescente quando x ¢ crescente. Note que x’| x representa o x futuro dado o x atual.

Nota: a expressdo do payoff adotada por Dixit de continuar presume que vai parar no
periodo seguinte, pois usa o Qterminal do proximo periodo, o que ndo é necessariamente o
caso. Uma notagdo mais correta seria usar F(x’).

+ Segundo, nenhuma vantagem corrente deve ser revertida num futuro proximo. Para isso,
precisamos que haja dominancia estocastica de 1* ordem.

Ambas condicdes serao satisfeitas para todos os exemplos e aplicacdes utilizadas no livro,
assim com ocorre com a maioria das aplicagdes econdmicas conhecidas.
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IE Tempo Continuo

Na secao 1B vimos o caso de projeto multiperiodo em tempo discreto. Queremos ver agora o
que ocorre quando o intervalo de tempo Af tende a zero e o tempo € continuo. Sejam:

At - intervalo de tempo de cada periodo
T (x,u,t) - taxa do fluxo de lucro
T (x,u,t) At > lucro no periodo At
p - taxa de desconto por unidade de tempo
1/(1 + pAr) - desconto total no intervalo de tempo Az
X - variavel de estado
u —> variavel de controle ou de decisdo

A equacao de Bellman, se torna:

Multiplicando por (1 + pAr), temos:

Dividindo por At, no limite de Az => zero, temos:

equacio 8

Essa forma da equagao explicita a idéia que o direito ao fluxo de lucro ¢ um ativo, e que F(x,?)
¢ o seu valor. Do lado esquerdo representa o retorno normal por unidade de tempo que um
tomador de decisdes, usando p como taxa de desconto, exigiria para manter esse ativo.

Do lado direito, o primeiro termo ¢ o payout imediato ou dividendo do ativo, enquanto o
segundo termo ¢ a taxa esperada de ganho de capital. O limite do lado direito depende da
expectativa correspondente a variavel aleatoria x’, um tempo Az mais tarde.

Hé duas classes de processos estocasticos em tempo continuo que permitem a analise e
solu¢do da fun¢do F(x,f) com tais limites: Ito e Poisson.
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1F Processo de Ito

Aqui o processo de Ito dependera, além de x e ¢, também da varidvel de controle u, que
incluimos na expressao:

dx = a(x,u,t)dt + b(x,u,f)dz Equaciao 9
onde
dz = eVdt
(dx)* = b* (x,u,f) dt
e

e substituindo dx:

O valor da firma ¢ F(x,f) e o fluxo de lucros continua sendo Tt (x,u,f). Seja x a posi¢ao inicial
no tempo ¢, € x’ =x + dx a posi¢do aleatoria no final de um pequeno intervalo de tempo Az.
Aplicando o Lema de Ito para a funcao F(x,?), teremos:

Mas

Entao:

OBS: erro de notacdo no livro.

A equagao do retorno de F(x,?) era: (equagao 8)
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Substituindo E[dF] ficamos com:

Equaciao 10

Podemos expressar o valor 6timo de u como uma fungdo de Fy(x,?), Fx(x,?), Fxx(x,f), tal como
de x, ¢, e os varios parametros que governam as formas funcionais de , a e b.
Tt

Substituindo essa expressao para o u 6timo no lado direito da equacao acima, conseguimos
uma equacao diferencial parcial de segunda ordem, com F como a variavel dependente e x e ¢
como as variaveis independentes. Em geral, essa equagao ¢ muito complicada, mas em muitas
aplicagdes podem ser desenvolvidas solugdes analiticas ou numéricas. Essas solugdes sdo
semelhantes as solugdes para os casos de tempo discreto.

Se existe um limite fixo de tempo T quando o payoff terminal (xr,T) ¢ determinado, a
equacao apresenta a condi¢ao de contorno: Q

F(x,t)= (x1,T) para todo x
Q

Como antes, a solugdo pode ser encontrada trabalhando-se de traz para frente.
Num horizonte de tempo infinito, quando as fungdes , a e b ndo dependem explicitamente do

tempo, a fun¢do de valoragdo também ndo dependel do tempo, e a equagdo se torna uma
Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) com x como a tnica variavel independente.

equacio 11
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1G Parada Otima e Smooth Pasting

Vamos considerar o caso da empresa que estd operando, € a cada instante ¢ quer saber ser ¢
melhor continuar operando, isto ¢, continuar na situacdo corrente e receber um fluxo de lucro
TU(x,t), ou parar e receber o payoff terminal Q (x).

continua u=1

para Q (x,0) u=0

Ambos valores podem depender da varidvel de estado x e do tempo ¢, onde x segue um
processo de Ito:

dx = a(x,?)dt + b(x,f)dz Equacao 12

O exemplo mais 6bvio € o da firma decidindo se cessa a operagdo e vende seu equipamento
pelo seu valor de sucata. Decisdes de investimento também podem ser vistos como a decisao
de continuar (adiar o inicio do projeto, como fluxo de lucro zero) ou parar (investir no
projeto, com payoff terminal de E(VP —1I)).

A intuigdo sugere que para cada instante ¢ existe um valor critico x*(¢), com a continua¢do
otima se x(t) fica de um lado de x*(¢) e parada otima do outro lado. Vimos anteriormente que
algumas condi¢des devem ser impostas as funcdes do fluxo de lucros Tt (x,¢) € payoff terminal
Q (x) para garantir isso. Isso ocorrera se

for crescente em x.

Dadas estas condigdes, podemos considerar os valores criticos x*(¢) para os diversos ¢ como
sendo a curva que divide o espaco (x,f) em duas regides: a continuagdo sera 6tima acima da

curva e a parada serd 6tima abaixo dela. Precisamos entdo achar a equacgdo desta curva x =
x*(1).

A equagao de Bellman

equagao 6

para o caso de parada 6tima em tempo continuo se torna:

Dixit0O4a.doc Luiz Brandao/DEI-PUC 12/08/01 21



H_/ ~—
parar continuar

Na regido de continuagdo, o segundo termo do lado direito da equacdo ¢ o maior dos dois, por
defini¢do, portanto o payoff terminal sera ignorado e a expressao simplifica para:

Vamos expandir esse termo pelo Lema de Ito. Primeiro, lembramos que:

pois em uma dimensao temos:

F=Fx+ Xx)-F({x)
8F = F(x + &) - F(x)

Em duas dimensdes teremos:
Deterministico: dF = F(x+dx, t+dt) - F(x,t)
Estocastico: E[dF] = E[ F(x+dx, t+dt) ] - F(x,t)

E[ F(x+dx, t+dt) | = E[dF] + F(x,t)
cqd.

Substituindo:
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Multiplicando por (1+pdt) e rearranjando:

Dividindo por dt e tomando limites:

(pdt = 0)

Lembrando que:

Substituindo,

Rearranjando na forma do livro:

equacio 13

Esta ¢ a equacdo diferencial que satisfaz a Funcao de Valoracao do projeto na regido de
continuagdo, onde a segunda parcela da equagdo de Bellman ¢ maior do que a primeira,
Q(x,t), e vale para x > x*(¢). Para valores menores que x*(¢), Q (x,f) € maior, portanto vale
mais a pena parar.

Queremos achar as condi¢des de contorno validas para x = x*(¢). Pela equagdo de Bellman
sabemos que na regido de parada (decisao de vender o investimento) teremos F(x,7) = Q (x.¢),
entdo pela continuidade podemos impor a seguinte condi¢ao:

F(x*(?),t) = Q (x*(¢),f) paratodo ¢ equacio 14

Essa condi¢ao ¢ chamada de Value Matching Condition (VMC), onde se ¢ indiferente entre
Continuar e Parar.
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Mas o contorno em si € desconhecido: O contorno dessa regido, ou seja, a curva de x*(z), €
conhecido como contorno livre, € o problema de resolver a equagao e determinar sua regido de
validade ¢ chamado um problema de contorno livre.

Precisamos entdo de uma segunda condi¢ao de contorno para achar x*(f) e a funcao F(x,?).
Veremos que esta condicdo ¢ que para cada ¢ as fungdes F(x,/) e Q (x,f), se encontrem

tangencialmente no contorno x*(¢), ou seja :

Fx(x*(2),) = Q(x*(¢),t) paratodot equacao 15

Esta segunda condic¢ao ¢ conhecida como a Smooth Pasting Condition.
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