5B Combined Brownian Motion and Jump Process

Adotamos o modelo basico de MGB, mas permitimos agora que a varidvel V sofra um salto
para baixo, seguindo uma distribui¢do de Poisson.

Este modelo pode estar descrevendo uma situagdo em que uma empresa farmacéutica detém
uma patente que lhe permite investir num projeto cujo valor ¢ V, mas outras empresas estao
também desenvolvendo pesquisas que poderao leva-las a investir em projeto semelhante. Se
estas empresas tiverem sucesso nas suas pesquisas, a competi¢do resultante reduzira os lucros
e consequentemente, o valor V do projeto.
O modelo adotado sera:

dV=aVdt+oVdz-Vdq (36)

onde dg ¢ o investimento de um processo de Poisson 0 < <1

dg= @ com probabilidade Adt
0 com probabilidade 1— Adt

e dq e dz sao independentes (E (dzdq) = 0)

Taxa de mudanga esperada em V =

E_ﬂ}i:E[anHanz—qu}i
| v |dt V dt
£ Q}L:G_d_‘h,a_’/ [d2]

| v |dt dt dt

E@}L:a_d_q
| v |dt dt

mas dg = @At , entdo

{2 -e-es
v |dt dt

Isso significa que um intervalo df, V crescera menos do que a“, pois existe uma
probabilidade Adt de que V caira 100%.

Se o salto ndo ocorrer, a varidncia do processo é a variancia de MGB, ou seja, (0dz)> = 0’dt.

Se o salto ocorrer, no entanto, ele causard uma grande variacdo no valor de V, e
consequentemente, ndo pode ser ignorado.
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Usando a aproximacao do Random Walk para o MGB, temos:

Random Walk: Ah =0 \/A_t MAB
“ “ . Ah=+oV Dt MGB
Entao:

E[dv]= -V Mt +%(1 -N)d +[0V«/d_ —aV\/E]

[
E[(dV '] = Adt(~gVy’ +%(1 — Mt)(oVdt)? +%(1 —Xdt)( oV dt)
E[(aV)?] = Adig?V? +(1 = Mdr)(oV dt )’

E[(dV)’ | = Adtg’V? + 0Vt

Var[dv]=E[(aV)’ |- E*[dV]
Var[dV]=Adtg’V? + o*V3dt - @V Rdt®

| —
0

Var[dV]=Adtg’V? + o’V’dt
—— —

Poisson MGB

Outra maneira de calcular a Variancia, partindo do processo original, sem usar Random Walk:

dV=aVdt+oVdz-Vdgq

E[dV]=aVdt —AVedt

E[dV*]= E[a’V’dt® +0°V’dz* +(V)dg’ |
E[dV?]=0V’E[dz*|+V?E[dq’]
E[dV?]=aV’dt +V>A@’dt

Var[dV]=E[(dV)’ ]~ E*[dV]
Var[dV] = Adig’V? + 0°V?dt —(avdt - AVeit)?

0

Var[dV]=Adtg’V* + 0’V ’dt

Queremos agora determinar o valor esperado de 7, que ¢ o periodo que V' vai flutuar
continuamente segundo uma MGB antes de cair. A probabilidade de V sofrer um saldo de
Poisson no proximo intervalo pequeno de tempo dT é dado por AdT. Da mesma forma, a
probabilidade de V ndo sofrer um salto por mais um periodo dT é dado por 1-AdT. Num
intervalo (0,T), essa probabilidade de ndo ocorrer o salto é dado por e " .
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Isso pode ser verificado da seguinte forma:

1-AdT

Salto

Salto

dr dr dT dT

A probabilidade de ndo ocorrerem saltos durante n periodos até o periodo T é (1 - AdT)".

Lembrando que ¢’ =lim, . (1+a/n)’, podemos fazer a = -A n dT e ficamos com

e ™" =(1-AdT)" . Entdo (1-AdT)" =" =™,

Assim a probabilidade que o 1° saldo ocorra no intervalo (T, T+dt) é e ™ [Adt. O tempo
esperado até que V' tenha um saldo de Poisson ¢:

E(x)= Jx.f(x)dx
E[T]= j: T.e™ Adt

Integrando por partes, temos:
w e * w o A
E[T)=A[ T.e™dt=A}|T. -| dt
0 -A . 0 —=A
) 1
}: Ao-)

ﬂﬂ=% (37)

-AT

Euﬂzﬁo—ﬂ—iy

0

Qual ¢ a regra 6tima de investimento agora? Resolvemos por programacao dinamica, uma vez
que o processo de Poisson ndo ¢ continuo, e portanto, ndo diferencidvel. Assumimos que a
firma ¢ neutra a risco, portanto a taxa de desconto p = r.

A equacao de Belmam ¢:

PF(x,t) = mal‘({n(x,t,u) +$E[dF]}

u
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No nosso caso, estamos avaliando uma oportunidade de investimento, portanto ndo existe
ainda fluxo de lucros uma vez que o investimento ainda ndo foi realizado. Assim Tt(x,t,u) = 0.
A maximizacdo a fazer ¢ escolher o tempo 6timo para o investimento, portanto podemos
ignorar o termo de maximo. E finalmente, F = F(V), e ndo ¢ fun¢ao do tempo.

Entado ficamos com:
PFdt = E[dF]

Para calcularmos E[dF], expandimos dF usando versio do lemma de Ito para MGB
combinada com Poisson, separando a parte continua da parte discreta. Assim

F=F(V)
dv, . =aVdt+oVdz
E[dVCont[nuo] = anl

E[dV}]=o’V’dt

dF. = F'(V)dV, + % F'"(V)dv,

dF, =F(V -@V)-F(V)
dF, =F((1-@V)-F(V)

E[dF]=(1-Adt)[dF,

ontinuo

| +Adt[dF,

iscreto ]

E[dF]=(1 —)\dt)[F’E(ch) +%F" E(dVCZ)} +Ad{F(V -@V) -F(V)]
E[dF]=(1 —Adz)[F'(anz) +%F" (anzdt)} ~Adi{[F(V)-F(V(1-9)]
E[dF]=F'(avd:)+ %F" (0*V2dt)= Adi[F(V)~ F(V (1~ )]

Substituindo o valor de E[dF] na equagao de Bellman, e substituindo a por »— 90, temos:

rFdt = F'(avdt)+ %F" (0°V?dt)= Adi[F(V)~ F(V (1-9)]
(39
%F,, O+ (r= O)F' V= (r+ NF+AF(V(1-@) =0

Aplicamos as mesmas condi¢des de contorno: 10, 11 e 12 a solucdo da equagao 39 ¢ da forma
F(V)=AV""  onde B, é a solugdo de uma quadrética ndo linear agora:

Solucdo Geral:  F(V)=AV?
F'(V)=BAVF!
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F'" (V)= B(B-14V"?

Substituindo na equacao 39:

%JZVZB(B—I)AV‘H + aVBAVFT —(r +A) AVF +24(1 —)PV F =0

5023(3_1” a B=(r+A) +A(l -)* =0

Equacao 40

%52ﬁ(l3—l)+(r =0) B-(r =N +A(1 -D)= 0 (40)

O valor de 3 pode ser achado numericamente e dai podemos achar as demais constantes V* e
A , usando as condigdes de contorno.
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