Capitulo 4b — Otimizagao Dinamica sob incerteza (cont)
Appendix C: Value Matching Condition e Smooth Pasting

Seja o problema da parada 6tima com horizonte finito e dependéncia de tempo, quando a
variavel de estado (x) segue um processo de Ito. Veremos a Value Matching Condition (VMC)
e 0 Smooth Pasting Condition (SPC) para as equacoes (14) e (15) que determinam o contorno
limite que separa a regido de parada da regido de continuagao.

Partimos da equacdo de Bellman (6):

F(x)=maxEQ(x), T(x) + ! E[F(x’)|x]%
0 0

1+p

Num intervalo de tempo pequeno dt € com horizonte finito, temos:

O O
F(x,0) = max [0(x,0), 7(x, )t + - E[F(x +dx,t +d)| x]0
O 0

+ pdt

e ficamos com:

0 0
F(x,t) =max[Q(x,?), T(x,1)dt + ! [F(x,t) + E[dF (x,0)]|T
O 1+ pdt O
No livro, Dixit faz uma transformagdo a mais: Sabendo que " L _ Za" , ele substitui a
—a £
expressao ela série, onde a = -p dt.
p oot P
1 0
=S (-pdt) =(-pdt)’ +(—pdt)' +(—pdt)* +(—pdt)’ +......
T pdr = 2PN =(pdn)’ +(-pd' + (-pdn)’ +(~pdr)
1
=1-pdt+(pdt)’ —(pdt ) +......
I+ pdr pdt+(pdr)” —(pdt”)

Os termos de ordem superior tendem a zero e portanto podem ser ignorados. Dessa forma,
a expressao fica:
1

1+ pdt

=1-pdt

Substituindo na equagao, ficamos com:

F(x,1) = max{Q(x, ), m(x,0)dt +(1 = pdt [ F(x,t) +E[dF (x,0)]]}
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Mas lembrando também que:
E[dF (x,0)] = [F,(x,t) +a(x,0)F, (x,t) +1b* (x,)) F, (x,1)dt

Entao

(1= pdt) E[dF (x,t)] = E[dF (x,t)] = pE[dF (x,t)]dt

Note que a segunda parcela ficara multiplicada por dt* quando substituirmos o valor de
E[dF] na expressao. Assim, essa parcela pode ser desprezada, restando:

(1= pdt) E[dF (x,t)] = E[dF (x,1)]
A equagdo final fica entdo da seguinte forma:

F(x,t) = max{Q(x,1), m(x,t)dt +(1 = pdt)F(x,t) +E[dF (x,1)]}

idéntico ao do livro.

Seja o ponto x* tal que F(x*, 1) = Q (x*, ). Os graficos possiveis para as evolugdes de F(x,
1) e Q (x, ) sdo:

Grafico A Grafico B
Q
Q(ﬁjs&h, 1)
F(x, )=Q (x.8) ___——F
—* F(x+Bh, )
T Q(x 1) .
x*  x*+Ah x*Ah  x*  x*Ah

X =x* continua >  F(x, ) é maior
x <x* para 2>  Q(x, 1) ¢ maior

A situacdo do grafico A ndo € aceitavel pois contraria a hipotese de que F(x, ) aumenta
mais do que Q (x, ) a medida que x aumenta. Nesse caso, para x>x* seria melhor parar, o
que contraria a nossa condi¢do inicial. Se x; = x + Ah, teriamos Q(x+Ah, 7) > F(x+Ah, 7) e
seriam entao melhor parar.
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A situacdo do grafico B poderia entdo em principio ser aceitdvel, pois para x > x*, F(x, t)
> Q(x, t), entdo ¢ melhor continuar. Mas se esperarmos por mais um periodo A¢ podemos
observar a nova posicao de x. Se x aumentar escolhemos F(x, ¢), se diminuir escolhemos
Q(x, 7). O Valor Esperado destas duas alternativas incertas ¢ maior do que o valor no
ponto critico, o que mostra que se o encontro for em angulo, ¢ sempre melhor esperar.
Nesse caso, x* ndo pode ser o ponto critico.

Vamos ver isso em mais detalhe no intervalo At ap6s o valor x* ser atingido. Note que
assumimos que a variavel de estado x segue um processo de Markov com incrementos
finitos Ax = + Ak a cada instante ¢. Assim, no instante ¢ + 1 teremos x* + Ax.

+ Se Ax = Ah, o movimento serd na dire¢cao de x* + Ak e o valor sera dado por
F(x+Ah, f).

+ Se Ax = - Ah, o movimento serd na direcdo de x* - Ak e o valor serd dado pela curva
Q (x-Oh, 1).

+ A média destes dois valores (aritmética ou ponderada) sera sempre maior do que o
valor de F(x*, £) ou Q (x*, t), dada a forma das duas curvas.

Mas esta média ocorrerd no instante ¢ + Az, e portanto, precisa ser descontada por um
periodo, o que reduzira o seu valor. Veremos que isso ndo alterard a nossa conclusio pois
no movimento Browniano o passo Ak = b(x, f) VAr ¢é proporcional a VAz € o seu efeito
sobre o valor também, enquanto que o fator de desconto ¢ dado por 1/(1+pAf). Assim,
como Ar <1 >  VJAt/ At > 1, e aumenta a medida que Af diminui.

Algebricamente, comegando pela equacao de Bellman (equagdo 6):

O O
F(x,t) =max[£(x,?), 1(x,t)dt + " E[F(x +dx,t+dt)| x]D
O O

+ pdt
x +Ah continua  F(x, 7)
y
X
q x -Dh para Q(x, 1)
No ponto x*:
* |:| * * 1 * |:|
F(x',0) = max0Q(x" 1), 71(x", 1)t + E[F(x" +dv,t +dr) |20
0 1+ pdt 0
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Substituindo o Valor Esperado:

F(x',t)= max{Q(x*,t), mx", 1)\t + LAt [ PFE(x" + At +At) +qQ(x" —Dh,t +At)]}

1+
Se subir é F(x, f) Secairé Q (x, f)
Expandindo por Taylor:
F(x*+Aht+A) = Fx*t + Fodh+ F, At + % Fo AW
QE*-Aht+AM) =  Q@*t)- QA+ QA + % Q. A
Substituindo:

P(FGE,0+ FOR+ FA+ )N +
L+ pAr) g(Q(x",0) = Q0n + QA +1,Q AR

F(x",t)=max{Q(x",1), m(x",t)At +

Do capitulo 3, vimos que podemos modelar o processo de x como random walk binomial,
com passos do tamanho de Ak = 0 VAt para cima ou para baixo, em que as probabilidades
associadas sdo:

p:l +g\/A_tD € q é—g\m—tm
26 o B o B

1
2
No nosso caso, como x segue um processo de Ito, temos que:

dx=a(x, t)dt +b(x, )dz, ondea(x,/)=a e b(x)=0

Assim, ficamos com: Ak =b(x, 1) VAt e

_1 a(x,t) U :l _a(x,1) U
p_2a+b(x,t)\/A_tHe 1 2@ b(x,t)\/A_tH

Substituindo p e g na equagdo, lembrando que pela VMC temos F(x*, ) = Q (x*, 1), e

substituindo ” 1l - 1- pdt, ficamos com:
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Q0 e, )i+ L7PED £ &)

F(x",t) = max [l +Z(L’tt;\/A_t}(F(x*,t) +F,Ah+FAt + ), F N ) +
X,

_a(x,t) .o . 2
[1 —b(x,t)\/A_t}(F(x )= Q D+ QA +1Q AR

Trabalhando apenas com o termo mais a direita da funcao, temos:

FO, 0+ FAR+FEA: + Y F.0F +F(x 088D a7 +
1 b(x,1)
5= phn) ) t t +
F;M\/A_ZA}Z +F;M\/A_Z‘At +%F:(x Cl(x, )\/A_tAhz
- b(x) b(x,1) b(x,1)

F(',0) - QAR +QA +4Q_ AR ~F(x",1) ZEX;; Jir
X,

1
+—(1-pAt
S (=pAn)

A alx,t) A alx,t) . a(x,t) )
Qx—b(x’t) DDk -Q, o JBine -YQ o NINTY;

Como At = 0, podemos eliminar todos os termos Az com expoente maior do que 1 dentro
do paréntese, lembrando que Ak =0 VA, ouseja, Ah®=o”Ar. Multiplicamos ainda por
(1 + pAr) e eliminamos novamente:

| F(x',t)+ FAh + FEAt + Y, F. N +F, Z(L’g\/EAh +F(x",1)pht +

b

2 F(x',1)= QDR+ QA +YQ AR’ —QX%JATM +F(x",1)pht

3

Como At = 0, podemos eliminar todos os termos em A¢, ficando com:

F(x'\H)=Q(x",t) = %[F(x*,t) +FAR +F(x,1) -Q A

F(x'\)=Q(x",t) = F(x",t) +% [F.(x7,0) =Q,(x",0)]an

Para que esta equacao seja verdadeira, o termo dentro do parénteses tem que ser zero, o
que ocorrera quando F.(x,¢)=Q (x",t), que é exatamente o SPC.
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1H Exemplo - Abandono 6timo de uma maquina

Suponha que o ativo ¢ uma maquina de produz durante uma vida util de T anos. Sua
lucratividade diminui ao longo de sua vida util (produz menos, requer mais manutengao e fica
menos competitiva). Seja x o fluxo de lucro atual e suponha que x segue um MAB:

dx=adt + bdz, a<0demodo que o drift de x ¢ negativo, refletindo esse declinio.

A qualquer momento a firma pode abandonar a maquina, com valor terminal Q = 0. Se o
fluxo de lucro x tornar-se negativo, essa op¢do torna-se atrativa. Entretanto, uma vez
abandonada, a maquina deteriora rapidamente, de modo que consideramos esta decisdo como
irreversivel. Para a firma, valerd entdo a pena manter a maquina operando mesmo com
prejuizo, se houver uma esperanga de voltar a ter lucros novamente no futuro.

Para analisar essa situagdo acompanhamos a evolugdo das varidveis de lucro, x, e de idade da
maquina, ¢. Existird uma curva limite x*(¢) na qual, se o lucro atual x cair abaixo dessa curva,
a maquina serd abandonada. Se ficar acima, continuaremos com a maquina, mesmo que
assumindo prejuizos.

Os parametros utilizados nos célculos serdo:

T =10 anos
p=10% a.a.
a=-0,1a.a.

b=0,2aa => 0> =0,04aa.
Q(x, £)=0 = o valor terminal, em qualquer tempo, ¢ sempre zero

Para obtermos a solu¢cdo numérica, utilizamos inicialmente uma aproximacao discreta para o
Movimento Browniano, com Az = 1 ou 1 ano. Dessa forma, cada incremento discreto da
variavel lucro x é Ah=b VAr=0,20.

x+Ah

As probabilidades p e ¢ sao as mesmas ja definidas anteriormente no capitulo 3 e sdo dadas
pela formula:

p:%[l+%\/E] q=%[l —%\/E] Equacao 10, Cap 3
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No caso, temos:

1 -0l
=_J]1+-2=
P+

b

Li
—/1]1=0,75
0,2 |

b

J11=0,25 q:%[l—

Note que, coerente com as premissas do problema, a probabilidade do lucro cair (¢) ¢ bem
maior do que a probabilidade dele subir (p).

Representagao do Random Walk, assumindo que o valor inicial de 1(x,0) =0, e N = 10:

t=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 2,00
9 1,80
8 1,60 1,60
7 1,40 1,40
6 1,20 1,20 1,20
5 1,00 1,00 1,00
4 0,80 0,80 0,80 0,80
3 0,60 0,60 0,60 0,60
2 0,40 0,40 0,40 0,40 0,40
1 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20
0 o0 0 0 0 0 0
-1 (0,20) (0,20) (0,20) (0,20) (0,20)

2 (0,40) (0,40) (0,40) (0,40) (0,40)
-3 (0,60) (0,60) (0,60) (0,60)

4 (0,80) (0,80) (0,80) (0,80)
5 (1,00) (1,00) (1,00)

-6 (1,20) (1,20) (1,20)
7 (1,40) (1,40)

-8 (1,60) (1,60)
-9 (1,80)

-10 (2,00)

ApoOs montarmos a arvore dos valores possiveis de T(x, ¢), ou simplesmente, x, para a solucao,
utilizamos a equagdo de Bellman e resolvemos por programacao dindmica.

F(x,t)= max{Q(x,t), T(x,t)dt + " +1 = E[F(x +dx,t+ dt)|x]}
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O fluxo de lucro T(x, 7) ¢ a x, ¢ Q(x, /) = 0. Discretizando, ficamos entao com:

F(x,t)= max{O, xQt + " E[F(x + Ax,t +At)|x,t]}

+ pAt

1
+ Pt

F(x,t)= maX{O, Xt + 1 [pF(x +Ax,t +At) +qF (x —Ax,t +At)]}

A partir desta equagdo, comegamos a resolver o problema a partir do Ultimo periodo. onde
sabemos que o valor F(x,T) do projeto sera simplesmente T(x,T), pois a vida util da maquina
terminara no instante seguinte, ¢ portanto, nao ha nenhum Valor Futuro adicional dado que (
E[F(x+Ax, ¢t + Af)] =0 ). Assumindo que At =1 ano, em t=T teremos:

F(x,t)= maX{O, X +ﬁ[pF(x +Ax,t +1) +qF (x —Ax,t +1)]}

F(x, T) = max (0, x + 0)
F(x, T) = max (0, x)

No instante anterior, em (T-1) teremos:

T-1 T
x=2,00
rd
FaT-1)  x=180
q x= 1,60
1
Onde F(x,t)= max{O, 1,80 + 7010 [2,0p+ 1,8q]}

Sabendo entdo o valor de F(x,7), entdo, no instante imediatamente anterior, podemos calcular
F(x, ) em fun¢do do fluxo de lucro T(x, #) naquele instante, somado ao Valor Esperado do
projeto F(x,7T) no instante final. Resolvendo de traz para frente, chegamos ao instante inicial
zero. Lembramos que a programacao dindmica considera que sdo sempre tomadas decisdes
Otimas a cada intervalo de tempo Af. Assim, se em qualquer momento o valor de F(x, ¢) for
negativo, a maquina sera abandonada pelo seu valor residual, que € zero.

Exemplo: N =10
At= T/N=1ano p=1/2[1+alb.vAfl= 0,2500
r At=10,0% qg=1/2[1-alb.vAfl= 0,7500
Ah = b VAt =0,20
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Comecgamos considerando que xo = 0. Nosso objetivo ¢ determinar qual o valor critico x* no
tempo t = 0.

t=T-1 t=T
x=2,00
<
x=1,80
q x= 1,60
t=T-1 t=T t=T1-1 t=T
F(x+Ah,T)=2,00 2,00
P P
F(x,T-1) 2> 335
q F(x-Ah,T)= 1,60 q 1,60

F(x,T-1) =max<{0, 180+ !
1+0,10

3

[2,00p + 1,60q]} =335

Repetindo o mesmo célculo para o par de valores terminais imediatamente abaixo, temos:

t=T-1 t=T t=T-1 t=T
F(x+Ah T)=1,60 1,60
P P
F(x,7-1) 2> 258
x=1,40 q F(x-AhT)= 1,20 q 1,20

1
+0,10

F(x,T-1)= max{O, 1,40 + | [1,60p + 1,20q]} =2,58

Repetindo o mesmo célculo até o par de pontos da arvore com o menor valor de x:

t=T-1 t=T
Fx+Ah,T)=(1,60)
P
F(x,T-1)
x=(1,80) ¢ Fx-Ah,T)= (2,00)

: " [-1,60p - 2,00(]]} = max{0, -3,53} =0

b

F(x,T-1)= max{O, ~180 +—
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Agora temos uma coluna completa com todos os valores possiveis de F(x, ) no ano 9.
Partindo desses valores, podemos agora calcular todos os valores possiveis de F(x, ¢) no
ano 8 usando a mesma equa¢do de Bellman. Feito isso, passamos para o ano 7, 6, ... até
chegarmos ao instante inicial zero, que nos dard o valor F(x,,0) da maquina hoje,
considerando xo = 0 e N = 10, conforme tabela a seguir:

t=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10 2,00
9 3,35
8 4,12 1,60
7 4,40 2,58
6 4,25 3,03 1,20
5 3,73 3,01 1,82
4 2,95 2,58 1,93 0,80
3 2,08 1,91 1,61 1,05
2 1,25 1,18 1,06 0,84 0,40
1 0,57 0,55 0,51 0,44 0,29
0 0,129 0,12 0,12 0,10 0,07 0,00
-1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

-2 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
-3 0,00 0,00 0,00 0,00

-4 0,00 0,00 0,00 0,00
-5 0,00 0,00 0,00

-6 0,00 0,00 0,00
-7 0,00 0,00

-8 0,00 0,00
-9 0,00

-10 0,00

Note que mesmo se o lucro corrente da maquina for zero, mesmo assim a maquina tera
valor (0,129 no caso), pois pode ocorrer dos lucros subirem no futuro. E se cairem,
sempre existe a op¢ao de abandonar a maquina a custo zero. Fica claro entdo que o valor
critico x* no instante zero sera negativo.

Passamos a seguir para um valor xo = - 0,20, e repetimos os calculos acima. Para esse
valor inicial de xo, verificamos que o valor da maquina serd 0, conforme podemos
observar na arvore a seguir. Podemos dizer entdo que o valor critico x* no instante zero,
que faz o investidor ser indiferente entre continuar operando a maquina ou parar, estd
contido no intervalo (0, —0,20).

A arvore dos valores possiveis de F(x, 7), considerando xo =-0,20 e N = 10, é:
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=0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 1,80
9 2,96
8 3,57 1,40
7 3,70 2,20
6 3,42 2,48 1,00
5 2,81 2,31 1,44
4 2,02 1,81 1,39 0,60
3 1,23 1,15 1,01 0,67
2 0,56 0,54 0,49 0,43 0,20
1 0,13 0,12 0,11 0,10 0,11
0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
-1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
-2 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
-3 0,00 0,00 0,00 0,00
-4 0,00 0,00 0,00 0,00
-5 0,00 0,00 0,00
-6 0,00 0,00 0,00
-7 0,00 0,00
-8 0,00 0,00
-9 0,00
-10 0,00

Para podermos ter mais precisdo nos nossos resultados, precisamos reduzir o intervalo de
tempo A¢, que até agora consideramos como sendo de 1 ano. (N=10). Por exemplo, com
N=100, temos Az = 10/100 = 0,1 ano. Assim, para o caso de x = 0,0, temos:

At= T/N=0,1ano
(14> —1=1,10"" -1 =0,0096

p=172[1+alb.VAf =
qg=1/2[1-alb .V =

0,4209
0,5791

Ah=bVAt=0,20 V0,1 = 0,0632

Recalculando agora com N=100, encontramos os seguintes valores para F(x, ¢?),

considerando x¢ = 0:
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10 20,95
9 18,17
8 15,53 15,46
7 13,03 12,98
6 10,69 10,65 10,61
5 8,54 8,51 8,48
4 6,59 6,57 6,54 6,52
3 4,85 4,84 4,82 4,80
2 3,35 3,34 3,33 3,32 3,30
1 2,11 2,10 2,09 2,08 2,07
0 1,128 1,123 1,118 1,113 1,107 1,101
-1 0,44 0,43 0,43 0,43 0,42

-2 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05
-3 0,00 0,00 0,00 0,00

-4 0,00 0,00 0,00 0,00
-5 0,00 0,00 0,00

-6 0,00 0,00 0,00
-7 0,00 0,00

-8 0,00 0,00
-9 0,00

-10 0,00

Obviamente, xo = 0 ndo ¢ o valor critico x* no instante zero, pois vimos que mesmo com
lucro zero em t = 0, ainda ¢ 6timo continuar operando a maquina, ja que o valor desta
operagao ¢ positivo (0,129).

No préximo passo, reduzimos o valor de xo em t = 0 de um valor Ax qualquer, que ira
depender da precisdo desejada. Para o grafico a seguir, utilizamos N=100 e Ax = 0,02 ¢
recalculamos toda a sua evolucdo Random Walk futura. Partindo dos valores terminais de
x no instante T, retrocedemos computando o valor da equacdo de Bellman em cada um
dos nos da arvore até chegarmos ao instante zero. Chegamos entdo ao valor da maquina
em t = 0. Verificamos que ainda assim, o valor de F(x,0) > 0, o que significa que x¢ = -
0,02 nao ¢ o valor critico x*. Mesmo operando com prejuizo em t = 0, ainda ¢ 6timo
continuar operando a maquina pois existe a possibilidade do lucro se tornar positivo no
futuro.

Continuamos reduzindo o valor inicial de mais um Ax, e recalculando o F(x,0), repetindo
0 processo até encontrarmos um F(x,0) = 0. O valor de xy que originou este F(x,0) =0 ¢ o
valor critico x* no instante zero.

Passamos a seguir para o instante de tempo seguinte ¢ = 1, e variamos x até¢ acharmos o
valor critico x* para ¢ = 1. Isso ¢ repetido para todos os 100 instantes de tempo ¢, obtendo
um vetor x* de todos os valores criticos em fungdo do tempo ¢, conforme grafico a seguir:
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0,00

(0,05) -

(0,10) -

(0,15)

020) L - - - o L L |

Fazendo com N=200 e reduzindo o Ax para 0,001, melhoramos a precisao do grafico, embora
a custa de um maior tempo de computagao.

N = 200 com passo 0,001
0,00 j j 1 1
q 40 80 120 160 0
(0,05) |
(0,10) 1
(0,15) -
020) 1 - -

O grafico mostra a curva de limite 6tima - fronteira livre - x*(¢) no espaco (x, t). Para cada ¢, se
o valor atual de x esta acima da curva a maquina ¢ mantida em operagao, com F(x, ) que
satisfaz a equagdo diferencial abaixo:

LD (x,0)F,, (x,0) + a(x,0)F,(x,0) + F,(x,) =p F(x,1) +7(x,t) =0 equagdio 13
onde Tx, ¢) € simplesmente o lucro x. Substituindo, a equacao fica:

L0 (x,0)F, (x,t) +a(x,0)F,(x,t) + F,(x,1) = p F(x,t) +x =0

Dedugao da equacao 13:

Partindo da equagao de Bellman

1
F(x,t)= max{Q(x,t), T(x,0)dt + T+ o E[F(x +dx,t +dt)] x]}

—  — i
——
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parar continuar

Na regido de continuagdo, temos:

F(x,t)=m(x,t)dt +

E[F(x +dx,t +dt)|x]

1+ pdt
Lembrando que:
F(x + dx)
dF
F(x)
dx
X X +dx
1 Dim: dF = F(x + dx) - F(x)
2 Dim: dF = F(x+dx, t+df) - F(x, t)

2 Dim Estocastico: E[dF] = E[ F(x+dx, t+dt) ] - F(x, t)
E[ F(x+dx, t+dt) | = E[dF] + F(x, 1)

Entao:

F(x,t)=m(x,t)dt + !

1+ pdt
(1+ pdt)F(x,t) =(1 +pdt)Ti(x,1)dt +F(x,t) +E[dF (x,1)]
pdt F(x,t) = T(x,t)dt + E[dF (x,1)]

[F(x,t) + E[dF (x,1)]]

pF(x.1) = Mx.1) +E[M}
dt
Por Ito temos:
(1+ pdt)i(x,t)dt
de=adt + bdz onde dz = eVdt

Expandindo dF(x, ¢) por Taylor, desprezando os termos com expoente maior que 2:

2 2 2
dF(x,t) :%_I;dtJ’a_Fder OF g+ L0 gy LOF

dr’ +...
Ox 0x0t 2 ox? 2 ot
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Mas:
dx*=(adt +bdz)* =a® dt* + 2 ab dt dz + b* dz*
dx’= 0 +2abdrevdt+b* e dt
dx*= 0 + 0 +b* dt
dydt=(adt+bdz)dt=adt’ +bdzdt = 0 + 0

Ficamos entdo com:

oF oF 10°F

dF (x,t) = —dt+—d +— bidt
Ox 2 ox*
Substituindo dx:
dF(x.1) = oF 6 F ,
2
dF (x,t) = aF a—F —bza dt + ba—Fd
t Ox ox? Ox

ou
dF =|F, +aF, +}b’F, ]dt +bF,dz

Tomando Valor Esperado:

E[dF]=[F, +aF, +1b°F,]dt  pois E[dz] = E[eVdf] = Vdt E[g] = 0

Substituindo o valor de E[dF] na expressdo:

p F(x.1) = lx,0) + F,(x,0) +aF, +1b°F,

Rearranjando na forma do livro:

Lb’F_+aF. +F —p F(x,t) +1(x,t) =0 equacio 13

Em tempo infinito, simplifica para:

Lb*F, +aF, = p F(x) +T(x) =0 cqd

Abaixo da curva a maquina ¢ abandonada por um valor terminal arbitrado como zero. Observe
que a curva vai a zero a medida que a idade da maquina aproxima-se de sua vida util de 10
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anos - nao faz sentido manter vivo um projeto sem expectativas de lucro na esperanca de uma
possivel mudanca futura se a maquina estd proxima de ser tirada de uso.

Como esperado, quanto maior x, maior o valor da méaquina. A maquina ainda tem valor
mesmo se o fluxo de lucros x naquele instante for igual a zero, pois, dado o MAB que
assumimos para x, existe a possibilidade de x aumentar no futuro.

O grafico seguinte mostra a funcao F(x, £) como uma fun¢do de x para alguns valores de ¢.
Neste caso, cada ¢ representa um ano de vida da maquina. Assim, variamos o valor do x inicial

x0 entre —0,20 e 1,00, e calculamos o valor F(x, #) da maquina em ¢ = 1 ano. Depois, repetimos
0 processo para t = 5 e 9 anos, obtendo o grafico a seguir:

grafico 4.1b pg 111

O que acontecera no caso da maquina tiver uma vida util infinita? Para o caso de um numero
infinito de periodos, podemos desprezar a varidvel tempo, e a equagdo diferencial parcial
(EDP) de F(x, t) se simplifica para uma equacao diferencial ordinéria (EDO):

BB'F_ (x,t)+aF (x,t)+ F.(x,t) = pF(x,t) +x =0
VB F, (x) +aF,(x) - PF(x) +x =0

Se trata de uma EDO com MAB (dx = adt + 0dz)

Forma geral: aF,, +bF, +cF =xd +e onde  f F(»
A 50111(;50 geral é: f(x) = Alele + Azesz +ﬁ + ec —zbd
C c
—hH+ 2 _
onde K, = b= W K, >K,
a

Nocaso: a=%b'(xt) b=akxt) c=-p d=-I e=0

=x, 0(=p) ~a(-)

F =A™ + 4, + -
-p p

X a
Z

F = A4e" + 4,5 + 5
p_p
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~b£/b* —dac _ —a+\Ja’ =4 x b’ (-p) _ —a*:Ja’ +2b°p

2a b* b*

Kl,z =

Comoa<0, entdo -a>0 2> K;>0

Como +Ja’+2b°p > a > K,<0
Condi¢do de contorno 1 (VMC):  F(x)=Qx*)=0

R Koxt ke XT a
F(x)=4e™" +4,e™ +—+— =0

o)
Condi¢do de contorno 2 (SPC):  Fy(x') =Q.(x*) = 0

F.(x*)= K, Ae™ + K, 4,e5" +L g
p

~ A . , . * . . o~
Temos duas equagdes, mas trés incognitas (A; , Az e x ). Precisamos de mais uma condic¢ao de
contorno. Vamos examinar o que acontece quando x* — [J. Vamos mostrar que

lim o o Fy (%) < O,

Observe que um aumento em x* significa um aumento no fluxo de lucros da empresa, o que
acarreta um aumento no valor do projeto F(x*). Mas por mais que se aumente a previsao do
lucro, a taxa de aumento do valor do projeto nunca sera infinito, portanto F'(x*) ndo pode ser
infinito.

Dessa forma, como sabemos que K; ¢ positivo e que K, ¢ negativo, segue que A,
necessariamente € zero, pois do contrario, Fyx (x*) — [ quando x* - [J. Assim, temos:

*
F(x')= dye*™ ++ L =0
p P

F.(x*) = K,A,e™" + 1o
“ P

—KzAzesz* :l Az = 1 Kyx*
p PK,e™
—a—ya* +2b*p _ —(=0,1)-4/0,01+2.0,04.0,1
K, = : = =-0,8541
b 0,04
F(x*)=- e%* +x—* + ¢ =0
K, e R p
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F(x*):—L+x*+£ =0
2
o L 1 =010

a —
K, p -08541 0,10

=-0,1708

Esse valor encontrado para x* significa que se estendermos o tempo de vida util da maquina
de 10 anos para infinito, o x* muda de -0,15 para -0,17. Isso mostra que 10 anos ja ¢ quase
infinito para o nosso exemplo.

Usando a solugao geral obtida para a EDO, podemos calcular também o valor da méquina em
¢t =0 quando x( = 0 e tempo infinito. Nesse caso, Xo = x

F=Ae5 + 4 +2 +.2 K;=58541 ¢ K,=-0,8541

p o

Condigdo de Contorno 1: F.(x) = K, 4,e"™ +K, 4,e™* 1o

Entdo, necessariamente A; = 0 pois do contrario, quando x = oo teriamos Fx > oo.

F(x)= 4t +5 +2
P P
Condi¢ao de Contorno 2: SPC ¢ valida: (mas VMC nao) Fx(x) =Q.(x)=0

F.(x)=K,Ae™" +L =g
p

1
A, =—
P pK, et

Condic¢ao de Contorno 3: x=0

RES IK*:— 1 =11,7082
PK,e™ 0,10.(=0,8541).1

Entao:

FO)= A, + 2+ =117082 - 210
p P 0

3

=1,7082

No caso de periodos finitos, temos que achar uma solugdo analitica para a equagao 13

30 (0,0 F, (x,0) +a(x,0)F,(x,1) + F,(x,1) = p F(x,1) +T(x,1) =0
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com as condi¢cdes de contorno de VMC e SPC. Esta ¢ uma EDP de uma MAB. A solugdo ¢
mais complexa porque agora temos duas varidveis, x e ¢. A solucao ¢ dada no livro do Shimko
- “Finance in Continuous Time”, pag 39, usando transformada de Laplace.
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11 Processo de Poisson

Num processo de Poisson, num intervalo de tempo dt, a probabilidade de um salto na variavel
aleatdria x € de Adt. Se um salto ocorre, ele ¢ de tamanho g(x, ¢) u, onde g(x, 7) é uma fungio
conhecida e u ¢ uma variavel aleatoria. Entdo, o valor de x tem uma probabilidade Adt de
variar de valor aleatorio g(x, f)u. A probabilidade do salto ndo ocorrer é (1-Adr), e neste caso,
a variavel x se altera um valor deterministico f(x, 7) dz. Assim temos:

dx =1f(x, t) dt + g(x, 1) dg equacao 16
Onde dq ¢ uma variavel aleatdria:
u com probabilidade Adt
dgq
0 com probabilidade 1-Adt

O salto ocorre num tempo considerado instantaneo. Graficamente temos:

x + g(x,tu

A
X + f(x,t)dt

g(x,tiu
f(x,t)dt

dt

¢ t+dt

No instante ¢, pode ocorrer um salto de tamanho g(x, f)u ou ndo. Se ocorrer, a varidvel de
estado x vai para x + gu instantaneamente. Se nao ocorrer, no instante d¢ seguinte ela vai para
x + fdt. Embora esses movimentos ocorram em tempos diferentes, eles estdo separados no
tempo apenas por um dt, ¢ assim essa diferenca pode ser ignorada. Podemos provar isso
mostrando que o valor esperado do salto Adt (x + gu) levado um periodo a frente, de ¢ para ¢ +
dt, ndo se altera.

(1 + pdf) Ndt (x+gu) = Ndt (x+gu) + pA(x+gu) dt*
=Adt (xtgu)+ 0

No problema de parada 6tima (decisdo de parar ou continuar), temos um valor critico x*
abaixo do qual ¢ melhor parar e receber um valor Q(x, ) como valor terminal. Acima deste

valor, ¢ melhor continuar por pelo menos mais um periodo recebendo um fluxo Tt(x, #)dt.

Como fica a equagdo 8§ neste caso?
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1
F(x,t) = maxs m(x,t) +— E|dF Equacdo 8
pF(x,1) : {n( )+ [ ]} quag

Primeiro, suponhamos que # ¢ um numero conhecido, ndo aleatério. Entdo existem duas
possibilidades para mudancas no valor de dF, dependendo se um salto de x para x + g(¢,x) u
nos leva a uma regido de parada ou ndo.

1” Hipotese: Salto leva x para a regido de parada

x+g(x, Hu regido de parada
A\dt
X
1-Adf
x + f(x, )dt regido de continuacao
Q (x+ glx, Hu, 1)
A
F(x, 1)
1-Adf
F(x + f(x, t)dt, ©)
Q (x+glx, Hu, t)—F(x, 1)
A
dF(x, ?)
1-A

F(x + f(x, f)dt, £) — F(x, 1)

Entao
E[dF]= Adt{Q(x + g(x,1)) = F(x,t)] +(1 =Adt)[F(x +f(x,t)dt) —=F(x,1)]

Desenvolvendo por Taylor temos:
F(x+dx)=F(x + f(x,t)dt)

F(x+ f(x,t)dt) = F(x,t) +F.(x,t) f (x,0)dt ++ F_ (x,0)[f (x,0)dt]
Desconsiderando os termos de ordem maior:

F(x+ f(x,t)dt) = F(x)+F.(x,t) f(x,t)dt

F(x + f(x,0)dt) = F(x) = F(x,t) f (x,1)dt
Substituindo na equagao do Valor Esperado

E[dF]=Ad{Q(x + g(x,1) = F(x,0)] +(1 =Adt)F.(x,1) f (x,t)dt

Substituimos agora essa expressao na equacgdo 8. Note que ja maximizamos a fungdo de valor,
ao decidir pela parada.
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PF(x,t)=1x,u,t) +£E[dF]

PF(x,t)=r1(x,u,t) +£[ )dt[Q(x +g(x,1)) —F(x,t)] +(1 —Adt)Fx(x,t)f(x,t)dt]

PF(x,t) = Tix,u,t) + NQ(x +g(x,0)) =F(x,0)] +F,(x,0) f(x,0) =AF, (x,0) f (x,)dlt

No limite quando dt = 0
PF(x,0) = M(x,u,0) + Q(x +g(x,0)) ~F(x,)] +F.(x,0)f (x.f) ~ Equago 17

2% Hipétese: Salto ndo leva x para a regido de parada

Se x + g(t,x) u permanece na regido de continuagdo, teremos uma equagao similar, com Q (x +
g(t,x) u) substituido por F (x + g(¢,x) u).

PF(x,0) = T(x,u,t) + A F(x +g(x,1)) =F(x,0)] +F,(x,0) f (x,1)

No caso mais geral, quando u ¢ aleatorio, devemos permitir os dois casos acima, obtendo uma
equacdo combinada que considera o valor esperado da distribuicao de u.

O processo de Poisson ¢ mais dificil, uma vez que existe descontinuidade, ao contrario do que
ocorre no caso do processo de Ito. Existem, no entanto, alguns casos simples. Suponha que, se

ocorrer um salto, este serd sempre para um mesmo ponto conhecido, digamos, X. Se Xq
estiver na regido de continuagao, teremos:

pF(xat) = n(xat) + A[F(xoﬁt) _F()C,t)] +F;()C,l‘)f(x,l‘)

lembrando que f(x, #) é o valor deterministico pelo qual x aumenta quando ndo ha salto, e
como estamos considerando apenas a hipotese de um salto, temos que f(x, #) = 0. Entao,

PF(x,t)=T1(x,1) + N F(x,,1) =F(x,1)]
(p+A)F(x,t) =T(x,t) + AF(x,,1)
Se x¢ estiver na regido de parada, teremos:
(p+A)F(x,t)=m(x,t) + AQ(x,)
Por exemplo, se x corresponde a uma parada repentina do fluxo de pagamentos, entdo Q

(x0, 1) =0 e F(x, t) =1 (x, t) / (A+p). Aqui, a probabilidade Poisson, A, age simplesmente
como uma taxa adicional a p.
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Comparacgao entre a Programacgao Dinamica e Contingent Claims

A fun¢do de valoragdo da programacao dindmica e o valor do ativo na analise de contingent
claims satisfazem equagdes diferenciais parciais similares. A equacdo de Bellman da
programacao dindmica tem uma interpretacdo em termos do valor do ativo e da disposi¢ao dos
investidores em manter esse ativo. As condi¢des de contorno na abordagem de contingent
claims sdo baseadas na idéia de que investidores querem escolher a data de exercicio 6tima da
op¢ao, maximizando o valor de seus ativos.

Entretanto, também ha diferencas. A abordagem da programacdo dindmica comega pela
especificagdo da taxa de desconto p. Na abordagem de contingent claims, a taxa de retorno
requerida do ativo foi obtida da implicagdo do equilibrio geral do mercado de capitais.
Somente a taxa de retorno livre de risco, 7, ¢ exodgena. Entdo, contingent claims d4 um melhor
tratamento a taxa de desconto.

Avaliando essa consideracdo, o contingent claims requer a existéncia de um conjunto de
mercados suficientemente rico em ativos de risco. O requisito crucial é que o componente
estocastico dz do retorno do ativo que estamos tentando valorar seja exatamente replicado
pelo componente estocdstico do retorno de algum ativo negociavel. Isso pode ser exigir
demais, pois requer nao somente que os componentes estocasticos obedecam a mesma lei de
probabilidade, mas também que eles sejam perfeitamente correlacionados. A programagao
dindmica nao faz tal exigéncia. Se o risco nao pode ser negociado em mercados, a fungao
objetiva pode simplesmente refletir a avaliacdo subjetiva de risco do tomador de decisoes.

Conforme exposto acima, os dois métodos tém vantagens e desvantagens, € juntos podem
lidar com uma grande variedade de aplicagdes. Em aplicacdes especificas, uma abordagem
pode ser mais conveniente na pratica que a outra.
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