Capitulo 6

4 - Depreciagao

Até agora, assumimos que o investimento, uma vez realizado, dura para sempre. Na
realidade existem limites para a vida 1til de um investimento, que podem ser provocados
por obsolescéncia tecnologica ou desgaste fisico dos equipamentos. Veremos agora como
levar isso em conta.

4A Exponencial Decay

Anexo:

O valor de um projeto com fluxo perpétuo Py, que tem uma taxa de crescimento 0. A taxa
apropriada para descontar este fluxo ¢ 4= a + 8. Em tempo discreto teremos:

P _ R
Ks—-g u-a

V(P)= :%

Em tempo continuo, também com duracao infinita:

V(P)= j: P e e dt

V(P)= J:}’O e gy = Jj}% e™'dt

e P, _s\» P
V(P)=R—| =-2(=e™) ==2(-0+1)

0

P
V(pP)=-2
(P) 5
Em tempo continuo, com duragao finita:

V(P) = jOTPO e 0 di
R

V(P) :E(‘e_‘”)z :%o(_e—ar +1)

V(P)= %(1 -

Se P ndo ¢ mais deterministico e passa ter uma componente aleatdria, como por exemplo
num MGB, precisamos trabalhar com Valor Esperado agora. Nesse caso, ficamos com:
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V(P)=E[Pedi = [E(R)e ™ di

V(P)= J:)T Pe® eHdt = Jo%e_atdt
P, 5T

V(P)= E(—e ),

V(P) :g(l ~e™")

Valor do Projeto: V(P)

Vamos considerar agora qual seria o valor do projeto considerando uma depreciacdo que
reduz a sua vida util de maneira aleatoria, seguindo um processo de Poisson. Se o projeto
durou até o tempo T, a possibilidade dele morrer no préximo intervalo pequeno de tempo
dT sera dado por AdT. Da mesma forma, a probabilidade dele continuar vivo por mais um
periodo dT sera dado por 1-AdT. Graficamente, podemos representar essa probabilidade
da seguinte forma:

1-AdT

AdT

morre

dT dT dT dT

A probabilidade de viver n periodos até o periodo T é (1 - AdT)". Lembrando que

e =lim, ,(1+a/n)", podemos fazer a =-A n dT e ficamos com e =(1-2AdT)".

Entio (1-AdT)" =e™*"" =¢™" . Da mesma forma, a probabilidade do projeto morrer
p

antes de T sera dados por 1 — ¢ ~*", que ¢ a sua distribuigio cumulativa de probabilidade.
A sua fung¢do de densidade sera:

F=1-e""
a—F=Ae_’\T
oT
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Suponha que o projeto dura exatamente T anos e produz um fluxo de uma unidade do
produto sem custo operacional, € que o prego P deste produto segue uma MGB.

dP=aPdt + oPdz
H =a+d

Neste caso, sem incerteza, o valor esperado dos seus fluxos sera:

V(P = E[ R e = [E(R) e dr mas E[P]= Pe"
V(P)=[ Pe et =[Pl

NP =5,

V,(P) :g(l—e'”)

Considerando agora a depreciacdo conforme estabelecido pela probabilidade de Poisson
do projeto morrer antes do tempo, usamos o processo de Poisson para calcular o valor do
projeto continuar vivo, operando:

V(P) = Probabilidade x Valor em cada dT

V(P)= j: A g(l ~e")dT
AP o _

V(Py="—| e —e*0gr
o Jo
[ -AT -A+)T 1%
0 it L }
0| A —=(A+9) |,
V(P):A_P l_ 1
0|A (A+90)
P
V(P)=——
(P) A+0

Note que somamos um pardmetro A a taxa de desconto 0. Este parametro ¢ chamado o
parametro de morte de Poisson.

Valor da Opg¢ao de Investir no Projeto: F(P)

Vejamos agora o valor da op¢ao de investir neste projeto. Temos duas hipdteses distintas:

a) A opcao da o direito da empresa investir apenas uma vez - depois do projeto
morrer, a empresa nao tem mais nenhum direito.

b) A opg¢ado da o direito da empresa investir em perpetuidade. Se o projeto morrer,
ela tem o direito de investir em outro projeto idéntico.
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Caso (a):
Como antes, montamos um portfélio livre de risco @ composto de uma opcao e F'(P)
posi¢cdes vendidas do ativo P, ou um portfélio que replique as caracteristicas de P.

Seguindo os passos habituais, chegamos a uma equagdo diferencial que tem a seguinte
solucao geral:

F(P)= AP" + 4,P"

Pelas condig¢des de contorno, sabemos que F(0) = 0, e como B, é negativo, temos que
necessariamente A, = 0. Ficamos entdao com:

F(P)=APP
Pelo VMC e SPC temos:

F(P*)=V(P*) -1
F'(P¥)=V'(P¥)

Entao:
A]P*B1 = P -1 — P*ﬂl :—P —L
A+0 A(A+d) 4
:BlAlp*Bl_1 :—1 — A :—P
A+d BA(A+0)
Igualando:
L—i :L
A4A+8) 4 BAA+D)
Fo__ P _,
(A+0) B(A+9)
P [1-L] y
(A+0) B
«_1(A+0)
BI/BI —1
P = %I()\ +0) Equagdo 24
1

A partir de P* podemos determinar A;. 3; ¢ a raiz da quadratica fundamental. Verificamos
que esta formula para P* ¢ quase idéntica a formula da equagdo 9 do threshold de um
projeto com vida infinita, mas com O substituido aqui por A + . Isso faz com que P*
aumente, ¢ também aumente F(P), pois aumenta A.
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Caso (b):

Se a opgdo de investir for perpétua, caso o projeto morra a empresa tem a opgao de
investir em outro projeto idéntico.

Seja P* o threshold, ou valor critico acima do qual ¢ mais vantajoso a empresa exercer sua
op¢ao de investimento no projeto, p a taxa de desconto exdgena, uma vez que estaremos
usando a programag¢ao dindmica para resolver o problema. Se 0 < P < P*, a op¢ao de
investir nao serd exercida, pois P estara abaixo do ponto critico P*. Um eventual aumento
de valor da op¢ao F(P) poderéd ocorrer apenas na forma de um ganho de capital, ja que a
op¢ao nao foi exercida e portanto, nao existem dividendos ou lucros do projeto, e também
nao hé custos. Por outro lado, o retorno esperado sera a taxa de desconto exdgena p
aplicada sobre o valor da op¢ao F(P) neste intervalo dt. Entao:

Retorno Total = Ganho de Capital = E[dF(P)]
Retorno Esperado = p F(P) dt

Igualando:
E[dE(P)] = p F(P) dt onde dP =0 Pdt+ 0P dz
dP* = o’ P* dt
dF = F’dP + % F’"dP?
dF=F(aPdt+0Pd:)+%F 'c* P dt

E[dF(P)]= (% F '0*P> + FaP)dt = pF(P)dt
% F’0*P? + F'aP - pFP)=0

Solucao Geral:

Bi>1
F(P)= APP + 4,P" <

B2<0
Pelas condig¢des de contorno, sabemos que F(0) = 0, e como B, é negativo, temos que
necessariamente A, = 0. Ficamos entdo com:

F(P) = 4P"
Seja J(P) o valor do projeto e de todas as suas opg¢des futuras. Vamos considerar

inicialmente a hipotese de que P < P*. Isso significa que se o projeto morrer, nao
exerceremos a op¢ao de investir em outro projeto idéntico por enquanto.
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J(P+dP)

1-AdT
J(P)
Ad
F(P+dP)
morre
dT

No intervalo dt, o fluxo de lucros é P dt. Depois disso, existe uma probabilidade Adt do
projeto morrer, caso em que teremos uma nova opcao de valor F(P+dP). Por outro lado,
existe a probabilidade 1 - A df do projeto continuar vivo e valendo J(P+dP), que ¢ o valor
do projeto em operagdo mais o valor de todas as opgdes futuras que a empresa tem de
investir em outros projetos idénticos quando este projeto morrer. O Valor Esperado desta
arvore binomial sera:

J(P) = Pdt +(1=Adt)e ™ E[J(P +dP)] +Adte” ™" E[F(P +dP)|

Sabemos que J(P+dP) =J(P) +dJ(P)

e F(P+dP) =F(P)+ dF(P)
2 3
Também €' =1+x +; +; +.. Fazendo x = - p dt ficamos com
~pdi)’  (-pdt)
e P’ =1- pdt+( P ) +( P ) + onde podemos desconsiderar os termos em

2! 3!
poténcias maiores que 1, ficando com e ** =1-pdt .

Entao
J(P) = Pdt +(1 =Adt)e " E[J(P +dP)| +Adt e " E[ F(P +dP)]
J(P) = Pdt +(1=(p +A)dt) E[dJ(P) +J(P)] +Adt E[dF(P) +F(P)]
J(P)=Pdt +(1 =(p +A)dt) E[dJ(P)] +(1 —(p +A)dt) E[J(P)] +
Adt E[dF(P)]+Adt E[F(P)]
Mas
dJ(P)——dP+ 1 g —-dpP’
dJ(P)=J'(aPdt+0Pdz)+LJ'" o’ P’dt
E[dJ(P)]=(£J'"" 0’ P*+ J' aP)dt
dF(P) —a—FdP o dep
oP 0P
dF(P)= F'(aPdt +0Pdz) + L F"' 0’ P’dt
E[dF(P)]= (4 F'"' 0’ P>+ F' aP)dt
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Substituindo e eliminando a priori os termos em dt’, temos

J(P) = Pdt + E[dJ(P)] +J(P) =(p +A)Jdt +AdtF(P)
Pdt +(4J" 0P’ + J' aP)dt~ (p+ A)Jdt + AdtF(P) = 0
Ly a*P’+ J aP—- (p+ A)J+AF(P)+ P=0

Onde F(P)= A P" . Entio,
LJ"a’P’+ J aP- (p+ A)J + A4 PP + P=0

Solugdao homogénea: J(P)= BlPﬁi + BzPﬁy2 onde B, =0
Solugdo ndo homogénea: J(P) = K,P +K,A4 P
J'(P) = K, + K,A48,P""

J'" (P)= K,A4B,(B,- )PP~
Substituindo na equacao diferencial:

LK AAB,(B, ~1)PP 0P + (K, + K, A B,PP 7 aP ~(p +A)J(P) +A4PP +P =0

LK AAB,(B, —1)PPa* +K,aP + K,AAB,PPa —(p +A)J(P) A4 PP +P =0

falta fazer a algebra...................
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P

+ 4,PP
A-a

Chegamos a J(P)= BlPﬁi +
o+
onde B; é a solugdo da quadratica L1o’B(B-1)+aB-(p+A) =0  Equagdo 26

Para o caso de P > P*, teremos:

J(P+dP)
1-AdT
J(P)
Ad
J(P+dP) - |
morre e comega outro
dT projeto investindo |

Nesse caso o valor do projeto e das suas opg¢des futuras ¢ J(P). Se o projeto morrer, havera
a op¢do de investir em um outro projeto idéntico, e como P > P*, isso serd feito de
imediato mediante um investimento I, e o valor desta op¢ao sera J(P+dP) - L.

J(P) = Pdt +(1=Adt)(1 —pdt)E[J(P +dP)] +Adt (1 —pdt)E[J(P +dP) |
Ly a*PP+ J aP-pJ+ P-AI=0

Resolvendo como anteriormente, chegamos a:

J(P)=B,P" + P__M
p-a p
Bi P B ®
B P + + A P" P<P* (a)
p+A-a
Resumo: J(P)=
5 P Al N
B,P™ + -— P>P* (b)
p-a p

Incognitas sdo By, B,, A e P*. Precisamos entdo de 4 equacdes. Em P = P* teremos

(a)=(b) VMC (1)

(@)= SPC (2)
Além disso: F(P*)=J(P*)-1 VMC (3)

F'(P*)=J'(P*) SPC (4)

Pela igualdade VMC (3) temos:
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F(P)Y=J(P)-1
P

APP =B PP+ + AP -1
p+A-a
, P
BPP +—— =
p+A-a

Pela igualdade SPC (4) temos:
F'(P)=J'(P)
; » 1 ;
AR = BB E g T AR

Eliminando termos e multiplicando por P:

P

BBPP+———=
1[31 p+A-a

Montamos agora um sistema com estas duas equagdes e fazemos &= p - O

Bpf+- Lt =
o+A
h. P
PP+ =0
5h, S+
I P
. g '+ =
BP* -BB PP =1 1-B, o+A
, : P I
BPP(1-B)=1 =l-—
P B;) 5+ i
BIP:BIZ : 1
1-p P=(5+/\)1(1— ]
I_Bl
B -
P —B, 1I(6+)\) Equagdo 27
=
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Obs:

0=10’B(B-1)+aB -p =0 O B Equacgdo 25
O'=10’B(B-D+ap-(p+A)=0 O B, Equagio 26
A
Q Q’
B’ \K/ B >
-P

| )
B> B
1 1
— <—
B B
LR
B B,
l_ﬁlﬁl <% 0 lfg—IBI >lfg—1,81 (inverte)
% < % (troca de sinal)

Entao

_ B
P =3 L8+ N1

1

1

1

P'*:Ll(é-'-/\)]

€ P*>Pp*

4B Morte Subita

Outra forma comum de depreciacdio adotada na economia além do decaimento
exponencial (Poisson), ¢ o caso da morte subita, onde o projeto tem uma vida finita onde
opera a plena capacidade até sofrer uma morte subita ao fim do periodo. A formula para
isso ja foi deduzida anteriormente, e ¢ dado por:

Dixit06¢.doc Luiz Brandao/DEI-PUC 12/08/01 38



0 .0
V(P):EgPe( Wt
O

V(p)=— I—)u [ees]! = ﬁ

v(P) =§[1 ~e*]

[ew—u)T _ 1]

O valor da opcao de investir neste projeto pode ser calculado da mesma forma que
fizemos na sessdo anterior, distinguindo-se também os casos de se ter uma opg¢ao unica e
quando se tem uma opgao perpétua.

4C Caso Geral

Podemos adotar uma forma mais geral para lidar com a depreciagdo que englobe os dois
casos vistos anteriormente. Suponha que o projeto produza um fluxo de lucros 1T (P,f). O
decaimento de Poisson faz com que este fluxo caia exponencialmente, enquanto que na
morte subita Tt fica constante por um tempo e depois cai a zero.

Seja V (P,f) o valor do projeto em fun¢do do preco atual P e do tempo atual . Agora, o
tempo ¢ importante. Usaremos 0s passos usuais para montar o portfolio livre de risco e
achar a equagdo diferencial de V(P,f). A nossa premissa novamente ¢ de que P segue uma
MGB. Como antes, os passos sao os seguintes:

1) Montamos um portfolio livre de risco @= V(P,f) —nP, onde d@o=dV -n dP

2) Pela premissa, sabemos que dP =aP dt+ 0 P dz

3) Neste caso, (dP)* = o P* dt

4) E também dV = dV/9P dP + % °V/dP? (dP)* + 0V/dt dt

5) Substituindo em d@=V,dP + % V,, (dP)* +V, dt - n dP

6) Para que este portfolio seja livre de risco, pode-se provar que sera necessario que n =
V,, (esse valor € encontrado obrigando-se os termos estocdasticos a serem zero)

7) de=V,dP+ % V,, 0’ P*dt +V,dt-V,dP =" V,, 0" P*dt+ V. dt

8) Retorno Esperado deste portfolio em dr = Ganho de Capital + Dividendo - Custos

9) RE =d@+ 14t - n OP dt

10) Retorno Risk Free = 1y @ dt

11)RE=RF 2 r;@dt = d@+ 1dt - n OP dt

12) 1 (V - nP) dt = ¥ Vy,, 6> P? dt + V, dt + Tdt - n 8P dt

13)1¢ V-1V, P="%V,, 0" P> +V, +T-V, &P

14) La* PV, (P,1) + (r =3) PV, (P,t) +V,(P,t) —rV(P,t) +T(P,t) =0

Essa EDP pode ser resolvida numericamente. Uma das condi¢des de contorno ¢ que em
=T o valor do projeto tem que ser zero = V(P,T) = 0.
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