5 Incerteza de Preco e Custo

Até agora a unica variavel aleatoria era o pre¢o P, com as demais varidveis mantidas
constantes. Vamos incluir agora incerteza sobre o investimento I necessario para o projeto.
Assim, o valor V do projeto passa a ser fungdo de I também, V = V(P,I), e F =F (P,]).
Vamos assumir que ambos P e I seguem MGB.

dP=a, Pdt+0, Pdz,
dl =a,ldt+0, ldz,

onde E [a’z;] =dt e E [dz,z] =dt

Cov(dzp,dz,) = E[dzp.dz,] —E[dzp].E[dz,]

0 0
o Cov(dzp,dzl) _E[dzp.dzl]
Pacpir, =P = o,_.0,  Jdidt

P 1

Eldz,.dz, | = pdt

lembrando que Var(dz) = Var(e-/dt) = dt.Var(€) =dt

Uma vez investido no projeto, a evolucao futura de I ¢ irrelevante, pois nunca mais se
investird novamente. Assim, o valor de um projeto ja implantado e em andamento independe

de I, e assim V(P,I) = V(P). No caso, V(P) = S

=—, onde
Hp—Qp 5P

Hp =1 +@pPp, Op
0, = Convenience Yield de P

O valor da opg¢do de investir, no entanto, este sim depende de P e I e F = F(P,I).
Intuitivamente podemos imaginar que o investimento serd adiado se I for alto e P for baixo. O
problema do contorno livre agora ¢ um problema em duas dimensoes.

O nosso problema agora ¢ em duas dimensdes, € ao invés de termos um ponto P* na reta
como threshold dividindo dois segmentos, teremos um contorno livre P* dividindo duas areas.

P
A Contorno livre
Investe

Espera
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Precisamos montar agora o nosso portfélio livre de risco ¢, mas agora com duas posicdes
short, uma para cada variavel aleatéria. Seja F(P,I) o valor da op¢ao de investir no projeto.

@ =F-mP—nl
dp= dF — mdP — ndl

onde
2 2 2
dr =9 ap+ O qp e LOE ype f LOL o OF
oP o/ 2 OP 2 0l 0PoI

dF = F,dP + F,dI +%FPPdP2 +% F,dI* +F,dPdl

dPdl

Substituindo em d¢@

do=F,dP + F,dl +%FPPdP2 +%F,,d[2 +F,, dPdl —mdP —ndl

Mas sabemos que
dP* =0, Pdt e dI’=01dt
dPdl = (a , Pdt +0 , Pdz,)(a , 1dt +0 | Idz,)
dPdl =a ,a, Pldt’ +a 0 , Pldz,dt +a 0 , Pldz,dt +0 0 , Pldz dz,
dPdl =0 ,0, OPIdZPdZ, 0 0
dPdl = 0,0, PIpdt

Note que os termos dP e dI sdo estocésticos. Como queremos que este portfolio seja sem
risco, escolhemos m = F;, e n = Fy para eliminar a incerteza da equagdo. Assim,

1 1
do=(F, —m)dP +(F, —n)dl ) F,,0,Pdt S F,0,I°dt +F, 0,0, Pl pit

1 1
do= EFPP o, Pdt +5F,, o, 1’dt +F,, 0,0, PI it

Note que nao precisamos nos preocupar com a variavel tempo, uma vez que a opgao ¢
perpétua.

Custo deste portfolio durante dt: (m O, P +ndl)dt
Ganho de capital durante dr: de
Retorno da aplicagdo sem risco: r @dt

Igualando os dois retornos:

r@dt =d @—-mP O,dt —nl ddt
r(F —=mP —nl)dt =d@-mP J,dt —nl d,dt

HF-F,P-FI)= f{—? -F,Pd, -F,I9,
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H(F-F,P-F1) =%FPPJfDP2dt +%F,,0§[2dt +F, 0,0, PIp-F,P3, —F I3,

%FppaiPz +%F,,0§12 +F, 0,0, PIp+(r —=0,)F,P +(r —=9,)F,I —rF =0 Equagdo 28

Como existem duas variaveis independentes, (P e I), esta ¢ uma equacao diferencial parcial.
As condi¢des de contorno sao:

Usando VMC e SPC, temos:
%
F(P*1)=V(P* -1 :];— -1

p
Fy(P*,T) =V (P¥) :5i

(P, 1) =-1

A solucao de uma equagdo diferencial parcial ¢ complicada, e na maioria das vezes s6 existe
solucao numérica. Neste caso, no entanto, existe uma homogeneidade natural que simplifica a
nossa tarefa, reduzindo a equacao para um problema unidimensional.

Observe que se dobrarmos os valores de P e I, dobramos também o valor do projeto € o custo

do investimento. A decisdao 6tima depende apenas da relagdao P/I, e assim ¢ linear. A fronteira
de P* ¢ linear e passa pela origem.

P
A Contorno livre
Investe

Espera

Podemos escrever entdo:
F(KP,KI)=Kf(P,I)

F(P,I)= % f(KP,KI)

Fazendok=1/1, temos:
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et (2a)-1(22)

F(P,I)=1. f@j

Calculando as parcelas:

e s =0
R o OO T
Fop(P,I) = f(?)%

= EH B2

e E NN AN

Substituindo na equagao 28:

1 1
EFPPa;PZ +5F,,o§12 +F, 0,0, PIp+(r —0,)F,P +(r —=9,)F,I —rF =0 Equagdo 28
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1 P\1 1 P\ [ P? P
3Ty "H[Ez ] i =r( ] Jgeoso pip

s ol CIE o)

Fazendo P/I = x, temos:

%f"(x)%UiPz +%f”(X)[Ef jo -1 )BIQGPOI PIp

(=801 ()P +(r -5,)[ £() ~() Ef—}]—r]. £(x)=0

)@

5 PZ 2 PZ PZ

Lt e w0, 0
+(r—5P)f( )P +(r —5,)f( )] —(r —5,).f'(x) ® —r].f(x) =0

Dividindo tudo por I:

1
2

, P? P’
I—Z_f”(X) I])-PO-I p]—z

+(9, —5P)f'(x)7 +(r —5,)f(x) —r.f(x) =

) f”()

I’

L v 0w - 0,0,
+(9, —5P)f'(x)x —5,f(x) =

1
E[U; +07-20,0, p]xzf"(x) +(9, =9,)x f'(x) = .f(x) =0 Equagdo 29
Esta ¢ uma equagdo diferencial ordindria para a funcao f(x). A sua solucao geral ¢:
f(x) = AxP + A,xP

Podemos verificar que A, =0 fazendo x = . Nesse caso necessariamente temos que ter f(x)
- 0, 0 que s6 ocorrera se A, = 0. Entao:

f(x)= A4xP
Condicoes de contorno:
*
F(P* 1) =V (P*) - 1—150——1 onde F(P,I)=1.f(x)

P
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Substituindo, temos:
P*
I*f(x*) :5—_1

P

P* 1
*) = -1
AC 5

x*
VMC  f(x*)== -1
517

SPC  f'(x*) :5l

P

Substituindo na solucao de f'(x) = 4,x" :

* x*=90
VMC Ax* =21 0 & R
5 5
p P
SPC A,B,x *l = L O 4 1 Bi-1
3, 5, Bx*P

Igualando os termos,

(X *_617 ]x *~Bi = —1
o 5p[31x P11

P

X * _617 X B

5p 5P [31 X *B,-1

(x*—ép)ﬁl =x*
x*(B1 _1) :B15p

x*:P_*:L
* B-17"
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