3. Processos Estocasticos e o Lema de Ito
3.1. Processos Estocasticos

3.1.1. Definigao (I)

Um processo estocastico ¢ uma varidvel que se desenvolve no tempo de uma maneira que ¢
pelo menos parcialmente aleatoria e imprevisivel. De uma maneira mais formal, um processo
estocastico ¢ definido por uma lei de probabilidade para a evolucao de uma varidvel x durante
um tempo ¢. Ex. A¢cdo da IBM => flutua aleatoriamente, mas ao longo do percurso tem uma
taxa de crescimento esperado positiva que compensa investidores pelo risco de manter a agao.

3.1.2. Definiggo (1I)

Seja W um conjunto, onde w [J W denota um estado da natureza. Seja também uma fungao f
tal que

fRXW - R ou f(x,w), x URewd W

tem a seguinte propriedade: Dado um w U W, f(o,w) torna-se funcdo de x. Valores
diferentes de w temos valores diferentes de x. Assim podemos ter duas fun¢des como na
figura:
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Quando x representa o tempo entdo f(x,w,) e f(x,w,) representam duas trajetorias

diferentes que dependem de estados do mundo. W representa a randomicidade e a fungdo
f(x,w) éuma funcdo aleatoria ou um processo estocastico.

3.1.3. Classificagdo de Processos Estocasticos
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Os processos estocasticos podem ser classificados da seguinte maneira:

+ Processos Estacionarios: as propriedade estatisticas (média e varidncia) desta
variavel sdo constantes no tempo. Ex: temperatura o Rio. Num processo
estritamente estacionario, alem da media e variancia, todos os seus demais
momentos também devem ser necessariamente constantes.

+ Processos nao-estacionarios: o valor esperado da varidvel aleatéria pode crescer sem
limite e sua variancia, T anos a frente, aumenta com T;

+ Processos de Tempo Discreto: ¢ ¢ uma variavel que assume apenas valores discretos.
O valor da varidvel objeto somente pode mudar apenas nestes pontos.

+ Processos de Tempo Continuo: ¢ € uma variavel continua;

+ Processos de Estado Discreto: A varidavel objeto pode assumir somente alguns
valores discretos.

+ Processos Estado Continuo: A variavel objeto pode assumir qualquer valor.

3.1.4. Caminho Aleatorio Estado Discreto e Tempo Discreto (Random Walk)

Um dos processos estocasticos mais simples em tempo discreto e estado discreto € o random
walk, onde x; é uma variavel aleatdria e Xy ¢ conhecida em r=0. Em ¢t =1, 2, 3, ... = x,
assume saltos de tamanho 1 para cima ou para baixo, sempre com probabilidade 2. Como os
saltos sdo independentes entre si, podemos descrever a dindmica de xt como:

x, =x,_, tE, Eq. 1
onde &, ¢ uma variavel aleatéria com distribui¢do de probabilidade

prob(g, =1) = prob(g, = -1) =% (t=123,..)

Distribuicdo de Probabilidade de x; pode ser encontrada da distribui¢do binomial. Para ¢
passos, a probabilidade de se terem n saltos negativos e, consequentemente, ¢ - n saltos
positivos sera:

1 n _l t—n: ln lt—n: ln+t—n: -t
R s

Assim, se houver n saltos negativos e ¢ - n saltos positivos num espago de tempo ¢, o valor de
xsera-n+(t-n)=t-2n. A probabilidade de x assumir o valor # - 2n no tempo ¢ ¢ dado por:

prob(x =t-2n) = %Eﬂ"
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Xx; ¢ um processo nao-estacionario, pois sua varidncia aumenta com ¢, embora o seu valor
esperado seja zero, pois a probabilidade de subir ou descer ¢ a mesma (p = g = 2). Assim,
temos que E,(x,)=0 0O 7.

Uma generalizagao deste processo ¢ alterar os valores de p e g, onde ¢ = 1-p. Se p > ¢,
teremos um random walk com drift,e E (x,)>0 0O >0

Outra maneira de generalizar o processo ¢ fazer com que o tamanho do salto em cada ¢ seja
uma variavel aleatoria continua. Podemos, por exemplo, fazer com que o tamanho de cada
salto tenha uma distribui¢do normal, com média zero e desvio padrao 0. Esta processo ¢
conhecido como processo estocdstico em tempo continuo e estado discreto.

Outro exemplo de processo estocastico em tempo discreto e com variavel continua ¢ o
Processo Autoregressivo de Primeira Ordem (AR(1)). Esse processo € estacionario, € ¢ um
processo de reversao a média, isto ¢, no longo prazo x tende a um valor constante.

x, =0+ px, +§, Eq.3

onde d e p sdo constantes ¢ -1<p<1 e & (ON(0,1)

E(x,)=E@+px,_, +¢,)
E(x,)=E@Q+px_)+EE,)
E(x,)=0+px,_,

Podemos encontrar o Valor Esperado de Longo Prazo da seguinte forma:
EO(xn ) = EI[EZ[' ’ .En—Z[En—l(xn )]"']]

Substituindo o valor de x, =0+ px,_, +¢,, e eliminando os parénteses para maior clareza,

temos:
Ey(x,) = E[E,)[---E,,[E, (x,)]...]]
EO(xn) = ElEz' ’ 'En—zEn—1(5 tPox,, En)

Mas em ¢t =n-1, O, pex,; sdo conhecidos, ¢ sabemos que &, [1 N(0,1). Entdo
En—l(6 + pxn—l + En) = 6 + pxn—l

Substituindo
E((x,)=EE,E,_,E _(0+px, +&)

Ey(x,)=EE,E, _,(0+px,.)

Substituindo o valorde x,_, =0+ px,_, +

n-l1
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EO(xn) = E1E2E3“.E)1—3En—2[5 + q6+ pcn—z + En—l)]
Ey(x,) = E1E2E3"'En—3En—2(5 +p0+ pzxn—z + pEn—l)
Ey(x,)=EEE;E, _;(0+pd+ pzxn—z)

Substituindo o valor de x,_, =0+ px,_, +&,_, e repetindo todas as operagdes anteriores até
atingirmos E;, teremos

EO(xn) =EEE;E, _E, (5 + p5+ ﬁ( o+ R, * 5,—2))
EO(xn) = E1E2E3“.E)1—4En—3 (5+ p6+ ﬁ5+ ﬁxn—3 + ﬁ 5:—2)
EO(xn) = E1E2E3“.En—4 (5(1 + p+ p2 + pzxn—3)

E\(x,)= 81+ p+ g +tp™) + 0%,

1_ i n
EO(xn):5 1_[;) +p xO

Note que p ¢ um niimero que esté entre -1 e 1, logo quanto maior o valor de n, mais préximo
de zero p" estard. Assim a expressdo para Eo(x,) quandon— o ¢

o
Eo(xn)zm

Uma outra maneira de encontrarmos o Valor Esperado de Longo Prazo ¢ verificar que como
este processo ¢ estacionario, o Valor Esperado de Longo Prazo tende a uma constante, que
podemos calcular fazendo x, =x,_, = x

x=0+pn+g
x(1-p)=0+¢
_0+¢
X =

I-p

E(x) = ﬁE((S +§&)

E(x) = ﬁ[m) +E(E)]

E(x)=%

AR(1) também ¢ considerado um processo de reversdo para a média, pois x, tende a reverter-
se para o seu valor esperado de longo prazo.

3.2. Processo de Markov
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Ambos o0s processos que vimos anteriormente, seja o Random Walk quanto o AR(1),
satisfazem a propriedade de Markov, portanto, sdo chamados de processo de Markov.
Processo de Markov ¢ um tipo de processo estocastico onde somente o valor presente de uma
variavel € relevante para prever o futuro. A vantagem do processo de Markov ¢ que ele
simplifica a andlise dos processos estocasticos.

Geralmente os pregos das a¢des sdo modelados usando o Processo de Markov. Por exemplo,
suponha que o prego de uma acao da IBM hoje custe $100,00. Se o prego desta agdo segue um
processo de Markov, a nossas previsoes sobre a flutuacao futura dos pregos desta agdo nao
devem levar em conta a flutuagdo ocorrida semana passada, més passado ou no ano passado.
A unica informacao importante que temos para avaliar esta agdo € seu preco atual, ou seja,
$100,00. Normalmente os pregos futuros sdo expressos em termos de distribuigdes de
probabilidades. A propriedade de Markov nos diz que a distribuigdo de probabilidades dos
precos em qualquer tempo no futuro depende Unica e exclusivamente do preco atual da agdo,
$100,00.

A propriedade de Markov para o preco das agdes € consistente com a Forma Fraca da
Eficiéncia de Mercado, que diz que o preco atual de uma agao ja reflete plenamente todas as
informacdes que estdo contidas na seqiiéncia historica do preco. Dai segue que ndo existe
nenhum beneficio em se prever as movimentacdes futuras no preco das agdes baseados em
séries historicas dos precos, ou seja, a propriedade de Markov se verifica'.

Existem também outras duas formas de eficiéncia de mercado, a Forma Semi-Forte e a
Forma Forte. A Forma Semi-Forte diz que o preco atual da acdo ndo somente refletem todas
as informacoes contidas nos dados historicos, mas também reflete todos os conhecimentos
publicos disponiveis. A Forma Forte vai além, dizendo que o preco atual reflete também
todas as informacgodes, sejam elas insider ou publicas.

! Uma boa referéncia sobre Eficiéncia de Mercado é o livro Security Analysis and Portfélio Management, Donald

E. Fischer e Ronald J. Jordan, Prentice Hall, Inc..
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