3.5 Lema de lto

Ao estudarmos o processo de Ito, mostramos que este processo era continuo no tempo, mas
nao era diferenciavel. Se quisermos calcular derivadas de uma funcao F(x) em relacdao a x
teremos problemas, pois ela ndo ¢ diferenciavel, j& que x segue um processo de Ito que
também nao ¢ diferenciavel.

Como exemplo, desejamos calcular o valor de uma opgao de investir na exploragao de uma
mina de cobre, onde o pre¢o do cobre ¢ dado por um movimento geométrico Browniano. Para
isso devemos determinar o processo estocastico que o valor da opgdo segue. Mas para
determinarmos esse processo temos de alguma forma poder manipular derivadas e integrais
de fungdes que tem como argumento Processos de Ito. Assim, devemos utilizar um dos
principais Lemas do Célculo Estocéstico, o Lema de Ito.

O Lema de Ito, por muitos considerado como uma versdo da Expansdo de Taylor para o
calculo estocastico ¢ dado pela seguinte expressao:

62
Ox”

dF = 6_F+( t)a—F+1b2(x,) dt + b(x,t)a—Fdz
ot ox 2 Ox

onde x(¢) segue um Processo de Ito com parametros a(x,t) e b(x,f) e F ¢ uma fun¢ao de x, no
minimo 2 vezes diferenciavel em x, e uma em ¢.

Considere a diferencial total de uma fun¢ao dependente de duas varidveis, onde somente os
termos de primeira ordem serao utilizados:

dF —a—Fd +a—th
Ox ot

Agora, iremos supor que existem termos de mais alta ordem de x.

dF—a—FdHa—Fd ! 6 1
ot Ox 210 3

Equacao 22

Antes de substituirmos dx na expressao acima, verificaremos como se comportam as
poténcias de dx.

(dx)* =[a(x,t)dt + b(x,t)dz]* .
Equacdo 23
(dx)* =a’(x,t)(dt)* +2a(x,t)b(x,t)dtdz + b (x,1)(dz)*

Como estamos considerando que df seja um intervalo de tempo pequeno, entdo quaisquer
poténcias acima de 1 podem ser desprezadas. Dessa forma, na equagdo anterior, podemos
desprezar a primeira e segunda parcelas, mas nao a terceira. Como ja sabemos, dz ¢ um
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incremento de Wiener e é dado por dz = +/dt , onde € ~ N(0,1). Logo (dz)* depende de dt e
n3o devera ser desprezado. Entdo, (dx)* é dado por

(dx)* = b’ (x,t)(dz)’
Agora vamos achar o valor esperado e a variancia de (dz)°.

E[(d2)*] = E[(,Ndt)*]
E[(d2)*] = E(e})dt

como ja vimos em demonstragdes anteriores, E(€”)=1, logo
E[(dz)*]=dt
e a variancia ¢ dada por

Var[(dz)*] = Var(&ldt)
Var[(dz)*] = (dt)’ Var(€})

como estabelecemos que (df)* 0, entdo
Var[(dz)*]1=0

Como a variancia de (dz)* é zero, entdo podemos concluir que o valor de (dz)* ¢ dado por
(dz)* =dt

Substituindo na equagdo de (dx), encontraremos
(dx)* =b*(x,t)dt

Agora, analisaremos a expressio para (dx)’.

(dx)’ = (dx)*dx
(dx)’ =[b*(x,t)dt][a(x,t)dt + b(x,t)dz]
(dx)’ = a(x,t)b* (x,t)(dt)* + b’ (x,0)€, (dt)’"*

como estamos considerando qualquer poténcia de df acima de 1 como sendo insignificante,
entdo (dx)’ = 0. Se considerarmos as outras poténcias de dx, (dx), (dx)’, ... veremos que em
todas as parcelas teremos poténcias (df)’, onde p>1, ou seja, todas as parcelas sdo
insignificantes e por conseguinte todos as poténcias de (dx) acima de 2 ndo serdo
significantes. Assim nossa expressao para dF reduz-se a:

Dixit03d.doc Luiz Branddo/DEI-PUC 12/08/01 36



dF-a—th+a—Fd 1 a
ot Ox

e substituindo o valor de (dx) e (dx)

_OF

separando os termos em dt, teremos

oF oF 1 0*F
dF =| —+ t —+ b*
[Gt a(x1) 2 (x, )6x2

}dt + b(x,t)(;—Fdz
X

Agora, suponha por simplicidade que a(x,f)=0 e 0F/0t=0

Equacao 24

Equacao 25

E(dx) =a(x,t) E(dx)=0
e
2
E(dF)= 6_F+ a(x t)a—F+lb2( )61;“ d + b(x,t)a—FE(dz)
| Ot Ox 0x
E(dF) = a—F+1b( aF}dtiO
| Ot 0x”

Entdo teremos E(dx) =0 e E(dF) # 0. Isto ¢ apenas uma implicagdo da inequacao de Jensen.
E(dF) seré positivo se F for uma fungdo convexa de x (0°F /dx”> >0) e negativo se F for uma
fungdo concava de x (0°F /0x> <0). Nés ja vimos anteriormente que para um Processo de
Ito, dx varia com Jdt e (dx)* varia com dt. Entdo o efeito da convexidade e concavidade

estdo presentes na diferencial de F e é capturado pelo termo em 0°F/dx”.

A inequacdo de Jensen' é uma velha conhecida nossa, pois ja utilizamos em Programagéo
Linear, Microeconomia e Teoria da Utilidade. Se f(x) ¢ uma fun¢do convexa, entdo
E[f(x)] 2 f [E(x)], e a expectativa existe e ¢ finita. Esta proposicdo ¢ facilmente
demonstrada usando a expansdo de Taylor. Para tanto, iremos expandir f{x) ao redor de U =

E(x).

19°7®)

oo ———(x=9)

J) =1+

f(H)( — )+
ou

' Para uma teoria mais rigorosa a respeito dos conjuntos convexos e fungbes convexas, recomenda-se o livro

Convex Analysis, de R. Tyrrell Rockfeller.
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onde & ¢ algum valor entre x ¢ 4. Como estamos considerando f uma fungdo convexa, entdo

62
/>

ou

0, logo obteremos:

£ = f(u)+ gioc — )
u

tomando o valor esperado desta inequagao teremos

ELf(0)]2 ELf () + g—i(x - )

ELf (]2 /() + g—’;E[(x — )]

ELF (012 f() +g—f;[E(x>—u]

ELf(x)]2 fIE()]+ 2_{1[“ ]

|E[f(x)]2 fIE(x)]|

Fungdes com diversos Processos de Ito

Suponha que F = F(xy, X2, X3, ...Xm, #) € uma fun¢do do tempo e de m processos de Ito
(X], X2, X3, .. .Xm), onde

dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz

dx; = a,(x,,X,,X;,....X,,t)dt +b.(x,,x,,%;,...,X, ,t)dz, Equagado 26
i=1,2,3,..m

A correlagdo ao longo do tempo, para cada par de processos, ¢ dada por P, ., dt = E(dzi dzj)

Demonstracao:

Podemos escrever: Cov (a,b) = P O(a) O(b)

E também como: Cov (a,b) =  E(ab)- E(a) E(b)
Igualando os termos: E(ab) = P O(a) a(b) + E(a) E(b)

No nosso caso, temos E(dz; dz)) Pei d O(dz;) 0(dz;) + E(dz;) E(dz;)

Lembrando que E(dz) = 0, ficamos com E(dz, dz,)=p;.0,, 0,

dzi dzj O-dzi O_dzj
Mas O dz =Var(dz) = Jdr . entio _ E(dzi dzj)

P i W

p, dt = E(dz, dz,)
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Outra maneira de fazer ¢ verificando que Cov(dz;,dz;)=p, 0,.0, ¢

Cov(dz,,dz;) = E(dz,.dz ;) — E(dz,;). E(dz;)
0

Cov(dz,,dz;) = Cov(eNdt €, \/_) dt Cov(€,, €))
=dt[E(€,.€,)~E(€,). E(€,)]
= dt E(¢,.€,)

e
p; 0.0, =p, \/Var(dzl.).Var(dzj)

=p; \/Var(si\/a).Var(Sj\/Z)
=p, \/dﬂ Var(g,).Var(e,)
%/_/

1
1

=p,; dt
Igualando, ficamos com:

p; dt = E(&,,€,) dt
p; dt = E(dz,,dz))

Pelo Lema de Ito a diferencial dF sera:

oF oF oF oF oF 1 0°F 1 0°F

dF = —dt+—dx, + —dx, + —dx,+..++_—dx, +————dxd ———dx,d.
ot Ox, X, % Ox, 5 Ox,, 2 Ox, 0x, Hen 2 0x, 0x, et
oF 0°’F <
dF——dt+Z—d 222 v, 3%, dx,dx Equagdo 27

Agora vamos substituir os dx; (equacdo 26) na equagao 27:
Preliminares: (i =j)

dx, = a.(x;,%,,X;,...,X,,0)dt +b(x,,%,,%;,...,X, ,1)dz,
(dx,)’ = [ai(xl,xz,x3,...,xm,t)dt +bl.()cl,)cz,)c3,...,xm,t)ale.]2
(dx,)’ = a’(x,,%,, X000 X, , ) +2a,(,, %y, X550, X, ).

B(X,, Xy, Xsyoos X, D)dtdz, + B2 (X, Xy, Xy, ..., X, 1 )d2,)

Desprezando os termos dt de ordem maior que 1, ficamos com:

(dx.)? = b (x,,%,,%5,..., X, , 1 )dt

%]
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dxdx; = [a,(x),%5se0s X, )t +b,(X,, Xy, 1)dz, | O
[aj(xl,xz,...,xm,t)dt + bj(xl,xz,...,xm,t)dzj]

Desconsiderando os termos em dtf elevado a poténcias > 1

dxdx, =b(x,%,,...,x,,0) b,(x,X,,...,x,,t) dz, Lz,
dxdx , =b(x), %, %,, ) b;(X, X550, X, 1) Py 4l

Podemos agora substituir os termos na expressao de dF:

oF 1 O°F
dt + Zai(xl,.,xm,t)a—xi +EZ bi(xl,.,xm,t)ax—z +

i

ar =%
ot

1 0°F oF
5 Z p;b.(x,.,x,,t) b;(x,,,X,,1) v, o dxdx ; + Z bi(xl,.,xm,t)gdz

J i

i

Equacao 28

Movimentos Brownianos Correlacionados:

Seja a fungao: F(x,y) = xy ondexey seguem um MGB
dx=0,xdt+ 0, xdzy
dy=0yydt+oyydz

Com correlagdo pdt =E(dzxdzy)

Queremos achar o processo seguido por F(x,y)

a) Calculo do processo seguido por F(x,y), usando equagao 27

dx = O, xdt+ 0, x dz

dy = Oyydt+oyydz

(dx®) = o’ x’dt

@ = olyd

(dx dy) = (O, x dt + 0, x dzy) (Oy y dt + Oy y dzy)

= Oy Oy Xy de® + 0,0y xy dt dzy + O, Oy xy dt dz,
+ Oy Oyxy dzydzy
= 0, Oyxy dzy dzy

= 0, Oyxy p dt
(0F/0x) =y (0F/dy) = «x
FF/(@0x) = 0 FF/@y") = 0
’F/(0x dy)= 1 ’F/(dy ox)= 1
(OF/01) = 0
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oF oF oOF 1 0°F 1 0°F +1 0*F 1 0*F

dF=—dt+—dx+—dy+——2dx2 +2——2dy2 — dxdy +— dy dx
ot Ox dy 2 Ox 2 dy 2 Oxdy 2 dy Ox
dF= 0 + ydx+ xdyv + O + 0 +%dx dy +%dy dx
dF = ydx +xdy +dx dy
Equacio 30
Substituindo os valores de dx e dy, temos:
dF = ydx + xdy + (dxdy)
=ylayxdt+0,xdz] + x[ayydt+0Oyydz,] + O,0,xypdt
= O,xydt+0.xydzx + Qyxydt+0yxydzy + O,0yxypdt
=o,Fdt+o.Fdzy + ayFdt+0,Fdz, + 0,0,F pdt
= (o, + oy +o,0,p)Fdt+(0ydzy +0,dz)F Equacao 31

Conclusdo: F multiplica ambos os termos, implicando em que F segue um MGB
b) Calculo do processo seguido por G = Log (F) (usando Equagao 24)
dG =(0G/OF) dF + Y% (0°G/OF?) (dF)*

Precisamos de:
(0G/0OF) =1/F
(0°G/(0F*) =- 1/ F*
(dF)’ = [(0y + Oy +0,0yp)Fdi+(0,dzy +0,dz)F ]
= [(a+ay + oxoyp)th]2 +2(a, + ay + 0,0,p)Fdt (Oydzy + 0,0z)F
+ [(0,dz, + Oxdz,)F]*

Eliminando o termo [(Q, + Oy + oxoyp)th]2 por causa de dt’

= 2(a, + a, + 0,0,p)Fdt (Oydzy + 0,02,)F + [(Oydzy + Oxdz,)F]’
Eliminando o termo [2(0, + Oy + 0,0,p)Fdt (0ydz, + 0,0z,)F ] por causa de e’
= F? [(0ydz,)’ + 20,dz,0,dz, + (Oxdzy)’]
= F2[(0,°)(dz,)" + 20dz,0xdzx + (05)(d2)’]
= F’[(0,))dt + 20,0,pdt+ (0,)dl]
= (0" + 20,0,p+ O] F dt

Voltando e substituindo:
dG =(0G/OF) dF + Y (0*G/OF?) (dF)*
dG =(1/F) dF + % (-1/F*)(dF)’
dG =(1/F) F[(a, + ay + 0.0,p)dt + (Oy dzy +0xdz)]

+ % (-1/F?)(0, + 20,0, p + 0,7] F* dt
dG = (0, + 0y + 0,0,p)dt + (Oy dzy +0,dzy) - ¥4 (0, + 20,0, p+ 0] dt
dG = a,dt+ o,dt + 0,0,pdt + Oy dzy +0ydzy - 40,7dt - 0,0, p dt - 2 0 dt
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dG = a.dt+ oydt + Oy dzy +0xdzy - %0, 7dt - ¥ 07dt

dG = (0, +0y- %0, - % 0,))dt + Oy dzy +0,dzy Equacio 32

Pela Equacgao 32 podemos observar que G segue um MAB:

Media (dG)= (o, +ay- 1/20y2 -V 00 dt instantdnea
E ao longo do intervalo de tempo T

= [(a,+ay- %0, - % 0)) dt

= (O,+0y- %0, - %00 fo'dt

= (O, +ay- %o -%ad) o

= (O,+0y- %0, - %00 (T-0)

= (@, +d,- %0 -%ad)T

Variancia (dG) = (0, dz, +0,dz)
= (0,))(dzy)’ + 20,dz,0,dz, + (05" )(dzx)’
= (0,)dt+20,0, pdt+ (0] dt
= (Gyz) dt+ 20,0, p dt+ (0,°) dt instantanea

E ao longo do intervalo de tempo T
= ' [(0,) dt + 20,0, p dt+ (0,°) df]
= [o'(g,) dt+ [o'20,0, p dt+ [y (o)) dt
= (0 fo'dt+ 20,0, p fo'dt+ (0,0 fo'dt
= (0,) 1 +20,0,p fle" +(0)) fho"
= (0,)(T-0)+20,0,p(T-0) +(0,) (T -0)
= (6)T+20,0,pT +(0)T
= (0,2+20,0,p +0)T

Exemplo: Valor Presente Descontado

Seja uma funcdo F(x) = x°, onde x segue MGB (dx = o x dt + 0 x dz). Qual o Valor
Presente (=0) de um fluxo xB(t) descontado em perpetuidade continua (=0 ate t=o0)?

Sabemos que

E j: F(x(t)e"dt =

Xo

Calculo de a:

Por Lema de Ito:
2
dF:a—Fdz‘+a—Fdx+la r
ot Ox 2 ox?

(dx)* Equacao 24

Precisamos de:
dx = Oxdt +o0xdz
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(dx)* = o’ x> dt
(0F/ox) = 0x&D
OF0) = 0

(0°Flox®) =  0(8-1)x*?

Substituindo temos:
dF = (0F/0x) dx + (OF/0f)dr + Y5 (°F/0x?) (dx)*
dF  =O@x®VYdx + (0)dr + % (0 (6-1) x*?) (dx)?
dF  =Ox%Y)dx + 140 (8-1) x®?) (dx)*
dF =0x®*YY(axdr +oxdz) + % (0 (0-1)x®?) 0* x* dr
dF =0a06xx*Vdr +00xx®Vaz + 108 (®-1) *x*??dr
dF =a0x’dr +00x%dz + %0(®1)x°c*dr
dF =[a0df +00dz + %0 (0-1)c°df]F
dF =[a® + %08 (6-1)0*]Fdi+00Fdz Equacio 33

Conclusao: Oruey= [0 0 + 20 (B-1) 02]
Observamos pela Equagdo 33 que F segue uma MGB

Podemos substituir 33 em 12 em prél4 para acharmos E [F(xe,t)], fluxo de x° no tempo ¢:

E [F(x%1)]
E [F(x,0)]

F(x%,0) exp(Opge. » 7)
F(x,0) exp((0 6 + %0 (8-1) 0% 1) Equacio 34

O Valor presente deste fluxo em perpetuidade é:

Lembrando que o VP de uma perpetuidade ¢: FC/(r - g)
O VP de x%(0) em perpetuidade é:
x%(0) / (r - Ok )
onde Opuo, = (08 + %40 (6-1)0%)
xX%0)/[r-a B - %8(6-1)0%]

Isto ¢ valido desde que o denominador seja positivo.
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3.6 Distribuigbées e Barreiras de Longo Prazo

Seja x uma variavel estocastica que segue um Movimento Browniano, onde x(0)=x, entdo
temos:

dx = adt + odz
x, —x, ~ N(at,0°t)
x, ~ N(x, +at,a’t)

Queremos analisar o que acontece no longo prazo com x; se impusermos restricdes a sua
livre movimentacao por todo o espaco, ou seja, se impusermos uma barreira superior a qual x;
¢ impedido de ultrapassar. Esta barreira sera chamada de x . O efeito da barreira na variavel x;
¢ o seguinte:
+ Se tempo ¢, x assumir um valor entre as barreiras superior X ¢ inferior x, as barreiras
nao terdo nenhum impacto sobre o valor de x,.

+ Se tempo ¢, x assumir um valor acima de X, entdo ele se refletird na barreira e no
tempo ¢+ estard no mesmo nivel que estava em ¢.

+ Isso significa que se x; se encontrar em X — Ak e tentar se mover um passo Ak para
cima, ele voltara exatamente para x — Ak .

+ Se por outro lado, x;ja estiver na barreira superior X € tentar se mover um passo Ak
para cima, ele voltard exatamente para X, e continuard na barreira.

+ Damesma forma, imporemos uma barreira inferior x.

Existem muitas aplicacdes deste processo na economia. Uma destas aplicagdes ¢ quando
temos x € o pre¢o de uma commodity, este preco estara sujeito a uma barreira superior quando
novas firmas entram no mercado e a uma barreira inferior quando firmas saem.

O que acontece com x se ele segue este processo por um longo periodo de tempo? Este
processo segue a propriedade de Markov, entdo logo que uma das barreiras ¢ atingida, o efeito
do ponto inicial (xy) desaparece. Além disso espera-se que este processo seja estaciondrio no
longo prazo, pois ele vai e volta sempre entre duas barreiras. Assim seria interessante se
pudéssemos calcular a densidade de probabilidade desta distribui¢ao.

Considere a seguinte representacdo de Caminho Aleatorio (Random Walk). Existem duas
possibilidades da variavel x, assumir o valor A. Uma delas ¢ estar Ak abaixo de A e subir para
A, o que, no Random Walk, tem uma probabilidade p de ocorrer. Outra ¢ estar Ak acima de A
e descer, o que tem uma probabilidade ¢ de ocorrer.

Dixit03d.doc Luiz Branddo/DEI-PUC 12/08/01 44



x+Ah

x-Ah

, Ah
(lembrando que Ak = oDt )

onde p e g sdo dados por:
1 a 1 a
p=—|1+=nr ~  p=—|1+=50h
2 g 2 g
1 a 1 a
=—|[1-=+/¢ - =—|1-= Ak
K 2( o ) K 2( o’ )

Considerando uma distribuicao de probabilidades estaciondria, teremos:
Equacao 35

P(x) = pP(x = Bh) + q@(x — Ah)

Substituindo o valor de p e ¢ e expandindo o lado direito da Equagao usando Taylor, teremos:

ox) = p[q(x) ~ O g(x) +%(Ah)2 B(x) %mhf w'(x)...} +

o) = %(1 -2 ADIP() -8 () +%(Ah)2¢f'<x) ]+

+ L1 =T AR p(x) + D () + (AR @' () + .
2 g 2

colocando os termos de mesma derivada juntos, teremos

1 1a 1 1a 1 1 a 1 1 a
=—+——NAN1+———— NI —— AN ——— (AW +=—Dh——— (AW ¢
@(x) [2+202 +2 - AR)P(x) +[ 5 202( )+2 202( ) 19 (x)
1 1l a 1 1l a
+[=(Ah)? +———(Ah)? +—(DAh)? ————(Ah)* 19" (x) +...
[4( ) 402( ) 4( ) 402( )’ 19'(x)

P(x) = @(x) — %(Nl)zcl"(X) + %(Nl)zcl?”(X) +..

Lembrando-se que poténcia acima de 2 para Ak significam poténcias acima de 1 para A¢ e por
isso serdo desprezadas. Além disso, podemos cancelar @x) em ambos os lados da equacao e

dividir (Ah)?, ficando com:
12/08/01 45
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00 -2 g =0 Equagiio 36
(o)

Fazendo y =2a /d°, ficamos com @' (x) = y ¢(x), logo a solucdo da equacdo diferencial
ordinaria sera:

WD 2y )
dx
4 (x) 4 (x)
=vd [l = dx +C
g - Voo ~ly e

Ih@g(x)=yx+C 0O ¢(x)=e*c

d(/xx) - eyx+C
dx

A(x)=

0 qu(x# Jeyx+cdx

yx+C c

+B O@xy S+ B
y

@x)=Ae"" +B

onde A e B sdo constantes que ainda deverdo ser determinadas utilizando as condigdes de
contorno.

Condicdes de Contorno

Uma das condigdes ¢ determinada pelo o que ocorre quando x; atinge uma das barreiras.
Através da figura a seguir analisaremos o caso da barreira superior.

P 1
>

x|

p

X-Ah

Note que para atingir o ponto 1 podemos fazé-lo de duas maneiras: A primeira ¢ saindo de X
com probabilidade p de subida; e a segunda ¢ vindo de x — Ak, com probabilidade de subida
p. Na primeira possibilidade, a barreira ndo permite que a posicdo x+Ah seja atingida,
mantendo na mesma posi¢ao, X, para voltar a X — /A4 no instante seguinte. Na segunda, x
assume o valor de x . Assim, podemos escrever:

P(x) = pP(x) + p@(x —Oh)

Aplicando Taylor na segunda parcela do lado direito da equacdo teremos:
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o(F) = pcnx)+p{¢zx) Aha‘”(x)+ @y’ a‘ff )}

substituindo o valor de p temos:

(1-2p)@(¥) —pAha“’(") By 9 j‘f")

l a

—%Ah(p(f) :—%Aha(p(x)———(Ah)za(p(x)+ (Ah)za“m LG ppy T8D)

ox 20° ox 2 ox’

3 . ~
Desprezamos o termo em Ah” e agrupamos os demais termos em fungao de Ah.

o 0x 20 ox 4

10,000 1960] 0y (1089 05y
20° 0x 4 Ox 2 Ox g

Note que Ak ¢ funcdo de Vdr, e Ah’ & fungdo de dr, de forma que para que esta igualdade seja
verificada, ambos os termos tem que ser igual a zero.

109, 19ax)

=0
207 ox 4 ox°
1 0@(x) a .
2o o) T

Pegando apenas a equacao de baixo, podemos escrever:
@ ()25 ) =0
¢ (x)= K@X)
% =K@(x)

dp(x) = Kdx
@(x)

Integrando em ambos os lados, temos:

[ L9 - [ kax+c
@x)

In@(x)=Kx +C

(Kf) - eK?+C - CvleK;?
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A solugdo geral encontrada anteriormente, era @x) = Ae’* + B . Substituindo a solug¢do geral

nesta equagdo de contorno, verificamos que B = 0. Para encontrarmos o valor de A basta
utilizarmos a propriedade de que o somatério das probabilidades entre as barreiras inferior e

superior ¢ igual a unidade:

Jox)dx =1 0 [4eraz 1
yx [
A =1 0 ra— -
y . ey _ey,
substituindo em ¢(x) teremos:
e’
(K)C) = ym Equag:éo 37
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