3.7 Processo de Poisson (Jump)

Até o momento modelamos processos estocasticos como sendo fungdes diferencidveis de
Processos de Wiener, Processos de Wiener Generalizados e Processos de 1t6. Estes processos
sdo descrigdes aproximadas do que realmente acontece no dia a dia das negociagdes de ativos
financeiros com liquidez e alguns tipos de ativos reais.

Mas, por exemplo, se quiséssemos modelar um derivativos sobre a taxa de cambio US$/RS$.
Com certeza, encontrariamos problemas quando houveram mudancas na politica cambial
brasileira. O Dolar comercial para venda (preco de fechamento) no dia 12/01/99 valia
R$1,211 e no dia seguinte R$1,319, uma alta de 8,9%, sendo que nos tltimos sessenta dias o
Dolar tinha uma valorizacao média frente ao Real de 0,032% ao dia.

Se considerarmos que o dolar vinha seguindo um processo estocastico continuo como sugere
a figura a seguir:

Evolugao do Dollar: 3/Nov/98 a 12/Jan/99
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entdo do dia 12/01 para o dia 13/01 houve uma descontinuidade, pois ocorreu um salto na
cotacdo, como podemos ver na figura a seguir :

Evolugao do Dollar: 3/Nov/98 a 31/Mar/99
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Este salto ndo estava modelado no processo estocasticos € ¢ isso que passaremos a fazer
agora.
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Um processo estocastico que poderia avaliar a situagdo ocorrida com o Dolar com maior
precisdao, deveria modelar a parte continua e a parte descontinua juntas. A parte continua
poderia ser um processo estocastico continuo qualquer, ja a parte descontinua deveriamos
modelar utilizando um processo estocastico discreto. O processo de Poisson encaixa-se
perfeitamente para este problema.

Processos de Poisson sdo processo estocasticos que fazem saltos discretos, mas infreqilientes
ao longo do tempo'. Os saltos (jumps) podem ser de tamanhos fixos ou aleatérios, onde o
tempo de chegada dos saltos segue uma distribuicdo de Poisson. Estes saltos sdo tambem
chamados de eventos. Alguns parametros do processo de Poisson sdo:

e A ¢ a taxa média de chegada de um evento, durante um intervalo de tempo
infinitesimal;

*  Adté aprobabilidade de ocorréncia de um evento;

* 1-Adt ¢ a probabilidade de ndo ocorréncia de um evento;

* u ¢ o tamanho de um salto, pode ser aleatorio ou deterministico;

* g representa o Processo de Poisson.

Podemos utilizar o Processo de Poisson de varias maneiras para representar o saltos discretos
ao longo do tempo. Talvez a maneira mais simples seja considerarmos um Processo de
Poisson Independente (dg) com a probabilidade de ocorrer um evento durante um
determinado intervalo de tempo de tamanho infinitesimal dt

N B{) com probablidade 1 — Adt

d
1 [ com probabilidade Adt

onde a variavel u pode ser aleatoria u .

Seja um evento em que uma varidvel de estado x(#) tenha um salto cuja amplitude ¢ dada por
ug(x,t), onde u representa o salto. Seja x um processo estocastico (onde a Unica incerteza ¢
dado pela chegada do salto) que possui saltos ao longo do tempo, com amplitude dada por
ug(x,t). Entdo a equagdo diferencial para o Processo de Poisson ¢ escrita como:

dx =dxconvvo t Xconmvwo  t X prscrgro

Deterministico Estocastico
onde
AXconmvvo = S (X, t)dt dx conrmvuvo = b(x,t)dt € Aax pyscrero = &(X,1)dq
Deterministico Estocastico

sendo f(x,?), b(x,t) e g(x,t) fungdes deterministicas e conhecidas, ou seja:

dx = f(x,t)dt + b(x,t)dz + g(x,t)dq Equacao 38

Uma boa referéncia sobre Processo de Poisson é o livro Continuous Time Finance de Robert Merton. O
capitulo dois e o capitulo nove tratam do assunto. Outra referéncia em um nivel mais basico é o capitulo novo
do livro An Introduction to the Mathematics of Financial Derivatives de Salih N. Neftci. E o livro The Theory of
Stochastic Process de Cox e Miller, trata o assunto mais detalhadamente.
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Para simplificar, vamos supor que o termo continuo estocastico b(x,t) dz seja zero. Seja entdao
H(x,f) uma fun¢do de x e ¢ que seja diferencidvel. Se quiséssemos saber qual o processo
estocastico que esta fungao segue, a principio deveriamos aplicar o Lema de Ito. Isto funciona
quando o processo estocastico da varidvel x ¢ continuo. Como ja vimos, 0 processo
estocastico para x possui uma parte continua e descontinua, o que impossibilita a aplicagao
direta do Lema de Ito. Mas, como H ¢ funcdo de x entdo podemos considerar que H possui
uma parte continua e outra descontinua e a variacdo de H e seu valor esperado podem ser
dados por:

dH = dHCONTINUA + dHDISCRETA
E(dH) = E(dHCONTINUA ) + E(dHDISCRETA )

Agora entdo podemos utilizar o Lema de Ito na parte continua e analisar o que acontece com a
parte continua. Note que como a parte continua (f(x,#) df) ¢ deterministica, entdo o Lema de
Ito resume-se a aplicacio da expansio de Taylor, considerando que (df)* e (dx)* sdo
despreziveis. Ao contrario do processo de Ito, o termo dx ndo depende de Vdt, portanto
(dx)*= 0. Aplicando o Lema de Ito para a parte continua encontraremos:

_OH , 0H

dH, CONTINUO — E dr + a_x dx CONTINUO

Substituindo o valor de dx .y = f(X,1)dt , temos:

0H 0H
dH conmmuo = l:_ + f(x,1) —:|dl‘
ot Ox

O Valor esperado da parte continua ¢ dado por
0H 0H
E[dH conpmuo ] :|: P + f(x,1) _:|dt
t Ox

Agora, devemos analisar o que acontece com a parte descontinua. Pelo grafico a seguir
X a
xgt) x§t+dt)

| ) |
<+—dt—p

t

Se x(¢) ¢ o valor da varidvel no tempo ¢ e considerando que um evento de Poisson ocorra no
intervalo (¢, t+dt), entao x(z+dt) €

X,y =X, YUug(x,t)
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Agora, dHpscrero € a variagao de H no intervalo (¢, t+df) e dado por

dH pscpero = H (X,4q 1) = H(x,,1)
dH pserero = H(x, +ug(x,t),t) = H(x,,t)

Dada a probabilidade Adt de ocorrer o salto, o valor esperado da mudanga em H(x,?) ¢é
dado por

E(dH psersro) = E{H[x +Tig(x,0),¢] = H(x,0)}
E(dH prsensro) = A dt E{H[x +iig(x,0),t] =H(x,0)} +(1 =Adt)E,[H(x,t) —H(x,1)]

0
E(dHpsenero) = A E{H[x +iig(x,0),t] ~H(x,t)}dt ~ Equagio 40

prob de ocorrer o evento Valor incremental da mudancga

substituindo na equacdo para E(dH continuo) € E(dH jiscrero) €m E(dH), teremos:
0H 0H - N
E(dH) = [E + f(x,1) a—]dt +E {A[H[x +ug(x,t),t]— H(x,t)]}dt Equagao 41
X

Esta equacdo pode ser utilizada da mesma maneira que utilizamos o Lema de Ito para
processo continuos.

Algumas vezes encontramos combinag¢des de processo continuos com Poisson. Um exemplo
seria um Processo de Ito com Poisson.. A equacgao diferencial estocastica ¢ dada por

dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz + g(x,t)dq

Aplicando o lema de Ito e o seu correspondente para o Processo de Poisson e tirando o valor
esperado teremos:

E(dH) = [a—H + a(x,t)a—H + lb(x, t) 62le]a’t +E {A[H[x +ug(x,t),t]— H(x,t)]}dt
ot ox 2 Ox

Equacao 42
Outra maneira de derivar a Equacao 42:
Podemos fazer uma combinag¢do de um Processo de Ito (acontece continuamente) e um

Processo de Jump, Poisson (que acontece as vezes), considerando que dx comporte-se da
maneira:  dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz + g(x,t)dq
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Exemplo: Valor Presente do Salario

Suponha um individuo que viva em perpetuidade, receba um salario W(¢) o qual cresce
um valor constante "[I" em intervalos aleatorios de tempo. Se A for a taxa média da
chegada destes incrementos, podemos escrever a equacao diferencial do salario como:

dW=0Udgq Equagao 43

Onde u = 1 com probabilidade 1. Qual ¢ o valor presente do fluxo de saldrios esperado
deste individuo?

Podemos escrever: VP(W)=FE J:o W(t)e *dt onde p é a taxa de desconto apropriada

para o salario atual. Essa integral nos da:
VP(W) = Ej: W(t)e Pdt = jo“’ E(V (1)) e "dt

onde W(t) segue um processo de Poisson, e dW = [1dq e onde a probabilidade de ocorrer
um aumento no salario (ganho de capital) num espago de tempo df é A [I dt. Entdo, num
periodo -ty temos:

E[W({)] = E[Wy + (t-t)) dW]
E[W@)] =Wy + (t-to) E[AW]
E[W@®)] =Wy + (t-ty) AL

Substituindo na integral, temos:

VP(W) = j:(W; +A(t —t,) D e "'dt
-pt o

:I/I/Be

+A D_[m(t— t,)e *dt
0 ‘ u dv

M +A O(uv- Jvdu)

0
B -pt -pt @
Ny I t,)< —Je dt}
o | o I -p |
- .
:%+AD&(O—62)
o P
VP(m:%+A_l:|
p P

De outra maneira, podemos considerar VP(W) como um ativo que da um dividendo W (o
salario mensal) e o mais um ganho de capital esperado em cada periodo. Num intervalo de
tempo df temos:
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pVdt = W(t) dt + E [dV]

Podemos verificar que E(dV) é:

At W(0)+ e A V(W(0)+€)

W(0) W(0) V(0) V(W(0))
1-Adt 1-Adt
at at

E@V)=Adt(Viw+0- VIW)} (& Ad)(V (W)= V(W)
E(dV)=Adt(V(W+D- V(W) 0
E(dV) = Adt(K +E-K]

E@V) =

Note que nao faz diferenca se descontarmos o fluxo do instante t + dt, pois como o
intervalo de tempo dt é pequeno, este desconto ¢ zero. Em tempo discreto esse desconto

00

= Zax , entdo podemos substituir a expressao
b=

. Sabemos que
1+ pdt l-a

sera sera

! or esta série, onde a = -p dt
o P : :
1 [oe)

dt) =(—pdt)’ +(-pdt)' +(—pdt)’ +(-pdt)’ +......
T pdr = 2 CPA) =(pdn)’ +(-pd) +(-pdn)* +(~pdr)
1

1+ pdt

=1-pdt+(pdt)* —(pdt’)+.....

Os termos de ordem superior tendem a zero e portanto podem ser ignorados. Dessa forma,

ficamos com =1-pdt . Entao:

1+ pdt
E@V)=(1-pdt) [Mdt(V(W+D- VO (= Adt)(V (W)= V(W))]
EdV)=Adi(V(W+D- V(W) pAde*(V(WF [ V(W)
E@dV)=Adt(V(W+D- V(W))y 0
E(dV) = Adz(l O Z)

E@V) =
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Substituindo na equacao:

pVdt = W@®d +
V dt = WOdt/p+ AOdt/p
Dividindo tudo por dt:
w, A0

VP(W) =2+ 2=
p P

Vv = perpetuidade + ganho de capital

Exemplo: Valor de uma Maquina

AOdt/p

Uma maquina produz um lucro constante Tt enquanto opera. Nao requer manutengdo, mas em
algum momento ela ir4 parar e terd que ser substituida. Se A ¢ a taxa de chegada de uma
parada e p ¢ a taxa de desconto, qual o valor da maquina?

O valor da méaquina segue o processo:

dV =-Vdqg

onde o evento ¢ u = 1 com probabilidade de ocorréncia igual a 1. A equacao de retorno do

ativo ¢ dada por:

Retorno = Lucro ¢/Maquina Operando + Custo de Comprar Nova Méaquina

1-Adt
E@V)=(1-Adt)V =V) +Adt(0 V) v
EdV)=-AVdt At .
dt
S,

Entao:

pVdt =rdt + E(dV")

pvdt = rdt — AVdt
eliminando df encontraremos:

(p+AVW =m
I
p+A
Podemos fazer também:
_ « -pt _ -pt

14 _Ejo TI(¢) e dt _jo E(T(1)) e ™ dt
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Qual ¢ o Valor Esperado de 17 Considerando que existe uma probabilidade Adt da maquina
parar num tempo dt, ¢ (1-Adt) da maquina continuar operando e gerando um lucro T, num
periodo de tempo t, teremos:

1-Aade - TU  1-Adt TT 1-Adt TU
Adt Adt Adt
0 0 0
dt dt . dt ,

E(m)={-Mt)" m+(1—(1 - Mt)").0
E(m=>01-M)"m

Sabemos que e = limnm(l +£)
n

n A " —
Entdo, podemos escrever: (1 —}\dt) = (1 ——tj =e .
n

Substituindo na integral, temos:

V= jw e Mme™Pdr = Jm e PN gt
0 0

ft
0 ~(p+A)

e (P

7'[—
—(p+A)
T

p+A

V =

3.8 Equacéao de Kolmogorov

Se x(¢) € um processo estocastico particular e seu valor atual € x,, qual a probabilidade de x se
encontrar dentro de um certo intervalo (a,b) depois de um de tempo ¢? Ou qual a
probabilidade de x(t) chegar a x1 dentro de um tempo t < T? Para respondermos a essa
pergunta devemos saber como a distribuicdo de probabilidades de x evolui ao longo do tempo
e isto pode ser feito usando a equacdo de Kolmogorov.

Considere o Movimento Aritmético Browniano
dx = adt + odz
usando a aproximag¢do do Movimento Browniano por meio do Random Walk, teremos:
* n ¢ o numero de passos e ¢ dado por n = t/At;

* p ¢ a probabilidade de subida (+Ah);
* g ¢ a probabilidade de descida (-Ah);
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» Ah ¢ escolhido de modo a Var(x-x,) independer de At;
* a fun¢do densidade de probabilidade para a transicao ¢ dada por @(Xe,X¢;x,?).

Com isso podemos escrever:
u=b
Probla < x()<b |x(t,) = x,] = [ @xgutyix,0)du

No intervalo de tempo t-Af o ponto x pode ser atingido ou vindo pela esquerda
(incrementando xAk) ou pela direita (decrementando x+Ah). Isso pode ser escrito em termos
da fun¢do densidade de probabilidades da seguinte maneira:

x+Ah

R

x-Ah
t-At t

O(x,,t05%,8) = p@(x,,t,;x — Dht —Dt) +q@(x,,t,;x + Dh,t —Ar) Equagao 44

Usando Taylor para expandir @(x,,¢,;x — M, t — At) ao redor de @(x,,?,;x,t) encontraremos:

) _ ) 0 op 1 9’
qo(x03t07x_Ah,t _At) - go(xo,to,x,t)_AtE—Ma+5(Ah)2 dx_z'l'

desprezando os termos de df com poténcia acima de 1, teremos:

. _ . L, 0p 1 9’
OCxy,ty;x = Dt = ) = P(x, 13, ) —AtE—Aha+5(Ah)2 b

Fazendo a mesma expansao para @(x,,¢,;x + M, t — At), encontraremos

. _ . op ., 090 1 0’
O(x,,t05x + Dyt = D) = Q(x,,2,; X, 1) —AtE+Aha+E(Ah)2 Fs

Voltando com os dois valores anteriores na expressao de @(x,,?,;x,t), encontraremos:

0 0 1 0°
Py ty:5.0) = (p + PO ty:0.8) = (p + YA L~ (p = ah 22 4 = (p + g)ah)* 2
ot ox 2 Ox

lembrando que p+¢qg =1, p-—-g :g\/E e OAh =0JAt teremos:
(o}

2
Dxystys0) = Eoxy s X 1) —a—qut—(gx/A_t)(ax/A_t)a—qo+l(0x/A_t)za—?
ot o ox 2 Ox
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%U At;2 W(x,y,t,;x,1) — Cﬂt q(xo,to,x t) —aiAt ®x,,t,;x,t) dividindo por At

2
% :2 (Kx0>t05x t) aai q(XOatOrx t)_ (gt ¢x09t0;xat) Equagao 45

Esta ¢ a equacao de Kolmogorov para o Movimento Browniano com drift. Esta ¢ uma
equacdo de avangco que descreve a evolucdo da fungdo densidade de probabilidade
@(x,,t,;x,t) apartir de (x,, %,) até um valor futuro (x,?).

A equacao de avango de Kolmogorov para o Processo generalizado de Ito ¢ dado por:
dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz

2
la B ()1 1)) 3[a(x,z)¢(xo,ro;x,z)]=§(nxo,ro;x,z) Equagdo 46

Da mesma maneira que encontramos as equacdes de avanco de Kolmogorov, podemos
encontrar a equagao de retardo que descreve a evolugdo da fun¢do densidade de probabilidade
@(x,,t,;x,t) apartir de (x, ) até (xo,%,).

Exemplo: Distribuicdo de longo prazo para Recursos Renovaveis.

Em alguns caso, estaremos interessados nas caracteristicas da distribuicdo da variavel
estocastica no longo prazo (steady state). Note que nem todos os processos estocasticos
terdo distribuicdes de probabilidades que convergirdo para um steady state - o MGB ndo
em, mas o processo de reversdo a media converge. Se este steady state existe, ele
geralmente pode ser obtido usando a equacdo de avango de Kolmogorov, que neste caso,
se reduz a uma equacao diferencial ordinaria, pois fica independente do tempo.

Vamos derivar a distribuicdo de um movimento browniano estacionario de longo prazo,
entre barreiras superior e inferior, a partir da equagdo 45:

1,0 0 9
50 Y —5 O(xy, 155 X,1) ~ aa Wxy,ty;x,1) = > Wx,,105%,1)

Agora, esta distribuicdo ¢ independente do valor inicial de x, e também do tempo. Ficamos
com:

%azcd' (1) ag (x)= 0
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que ¢ a mesma equagdo (36) encontrada anteriormente, mas agora de forma bem mais
simples.

Um outro processo estocastico, um pouco mais complicado, € o que descreve a evolucao do
estoque de um recurso natural renovavel x(¢), sujeito a uma taxa de exploracdo ¢(x), que pode
ser funcao de x. Vamos supor inicialmente que a volatilidade do processo ¢ constante e igual a
O.

dx =[f(x) - g(x)] dt + 0dz Equacao 54

Aqui, f(x) ¢ a funcdo de crescimento do recurso natural (uma floresta, peixes, etc.), e €
concava, com f(Xmin) =f(Xmax) =0 €  f(x) >0 para Xmin <X < Xmax.

Embora x(7) evolva estocasticamente, seria interessante saber a funcdo de probabilidade de x
no equilibrio de longo prazo. Partindo da equacdo de avango de Kolmogorov para o Processo
generalizado de Ito (equagao 46):

19 _, 0 0

Ew[b (xat)(m'XOato;xat)] _a[a(-x/"t)quJtO;x’t)] = E w'antO;xat)

No equilibrio de longo prazo, x nao depende do seu valor inicial, nem do tempo.
Simplificando e integrando uma vez, e representando a fun¢do de densidade estacionaria
como ((x), ficamos com:

%oza“’w(’c) a%(x)[f(x) 4]

a 2

1 200, (x) _

> o =[f(x) —q(x)]@.,(x)
Também

Ao, (x) _

0.(x) f (x) —q(x)ldx

Ing, (x) —i L (x) —g(x)]x +C

21/ (0)glr+C
Q. (x) =e?

2 1f (=g
Q. (x) =me°

onde m ¢ uma constante que faz com que Jo(pm (x)dx =1

Agora podemos recalcular a equagao, considerando que a volatilidade 0 varia com x = 0O(x).
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Revisto até aqui

Equacéo de Retardo de Kolmogorov

p O(x + Ah, t + Ar)
0(x,7)
q O(x - Ah, t + AF)
Ao longo do intervalo de tempo que vai de "t + A", para traz, ate "t" o processo pode
partir de x para dois lugares, subindo do ponto x (com probabilidade p) para atingir "x +
Ah", ou descendo do ponto x (com probabilidade g) para atingir o ponto "x - A4", entdo:

0 (xo0,t0 |x,/)=p O (x0,t0 | x + Ah, t + ) + ¢ O (x0,t0|x-Ah,t+ Al

Expansdo termo a termo:
B(x0,to| x+Ak, t++Af) = B(x0, to | x, £) + (08/0t0)(Ar) + (068/0x0)(Ah) + V5(0°0/0x0%)(Ah)?
B(x0,to| x-Ah, t+Ar) = B(x0, to | x, £) +(36/0to)(Ar) + (06/9x0)(-Ah) + 2(076/0x07)(-Ah)*

Substituindo:
0 (x0, to | x,¢) = p [0 (x0, to | x, £) + (06/0t0)(Af) + (06/0x0)(Ah) + V5(0°8/0x0%)(Ah)*]
+ ¢ [0 (x0, to | x, 7) +(80/0to)(Ar) + (06/0x0)(-Ah) + V4(0°0/0x0°)(-Ah)?]

Simplificando:
0 (x0, to | x,¢) = p [0 (x0, to | x, £) + (06/0t0)(Af) + (06/0x0)(Ah) + V5(0°8/0x0%)(Ah)*]
+ ¢ [0 (x0, to | x, 7) +(80/0to)(Ar) + (06/0x0)(-Ah) + V4(0°0/0x0°)(-Ah)?]

Exemplo: Processo Ornstein-Uhlenbeck de Reversao a Media
dx=n (u-x)dt+0dz.

Para simplificar facamos x =u =0
dx=-nNxdt+0dz. Equacao 48

Calculo da Espectancia e da Variancia por MGF:
Funcao geradora de Momentos
M(?) = E(e™) = [.” e™ f(x) dx

Escrever a MGF da seguinte forma:
M(6,1) = E(e ®) = [." ¢ ®* 8 (xo, to| x, £) dx Equacio 49

Primeiro Momento:

OM/0t = [.." (00/0F) & °* dx Equagio 50

A equagdo de Kolmogorov nos fornece: 00/0¢

30/0t = - a(x,f) 06/0x + ¥4 (8°0/0x%) b*(x,7)

Onde: -a(x,f) = nx b’(x,f) =0”

Entéo: 00/0t = - n x (08/dx) + ¥ 6> (0°0/9x) Equacio 51
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Substituindo na equagao 50:
dM(B,)/dt = [~ (-1 B (06/0x) + Y 0* (0°6/0x%) ) ¢ ®* dx
= [=7-NO (00/0x)e " dx + [o7 V2 0% (0°0/0x%) ¢ ®F dx

Integral por partes: Judv=uv-[vdu
Primeiro Termo: [ - NO (86/0x)e ®* dix
-1 Joo™ 0 (38/0x)e O~ dx

= -NB [7(00/0x)e F dx + [7 Y 0% (8/0) (0°0/0x%) e F dx
N0 [7(@0/0x)e T dx + [o7 Vs (0Y/0) (0°0/0x) B e ®* dx
-NB [.7(06/0x)e *F dx + V4 (0%/B) (0°0/0x7) [.7O e ¥ dx

dM(8,)/dt = -n B8 (OM/90) + % o> 8°M Equacio 52

De outra forma:

Fungdo geradora de Momentos: ~ M(8(x,7),t) = E(e'®) = [...” ¢® 0 dx
Primeiro Momento: dM@)/dt=M'(t) = [ O ¢'® 96/01 dx
Onde: 06/0t = - 1 8 (06/dx) + 14 0> (0°0/0x7)
dAM(£)/dt = [...” 8 ¢ [- n 8 (86/0x) + V% 0% (0%6/0x?)] dx

AM()/dt = . B e® [- 1 8 (38/0x)] dx + [” 0 e [14 07 (0°6/0x7)] dx
AM(8)/dt = [” -1n 02 e®(00/0x) dx + [~ 0% 0e® (870/0x7) dx

Segundo Momento d*M()/dt = M"(1) = [ x* ™ f(x) dx
Situacio:
Equagdo 52: OM/dt =-n6@OM/0) + % c°O*M
Condi¢des de Contorno: M(0,))=1

-Mp (0,0) = x0

Var [x(0)] = Mgg (0,0) - x0° =0

Resultado: M(8,7) =exp (0°0%/4n)[1 - x0B8e™ + (%4 x0”-07/4n)0” "]

RESOLVENDO A DIFERENCIAL Equacio 53:

OM/0t =-n06(@OM/0) + Y% o*O8’M Equagcio 52
Isolar a primitiva:

M/dr + no@OM/A8) = Y% o*O’M

Sistema Aucxiliar:

dt/ 1 = d8/nd = dM/%o* M

Dedt/l = d0/n®  Dedd/nd=dM/%0’60°M  Ded/1=dM/% o>’ M

Integrando [1.0%/n](0)d8 = (I/M)dM  [% o” 8] dt = (1/M) dM
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nt=LnB+Cl [%0o/nN]6*2=LnM+C2 [%0*0]r=LnM+C3
(Clexp[n:] =0 (C2)exp[0°6%/4n] =M (C3)exp[20°0°t] =M
Cl=6/exp[ns C2=Mlexp[c°8%/4n] C3 = M/exp[40°6%t]

PODEMOS ESCREVER A SOLUCAO GERAL:
B/exp[nf = {Mlexp[c’0¥/4n]} a + B

{M/exp[0°67/4n]} a = O/exp[n{] - B

M = Bexp[c°6%/4n]/aexp[n] -  PBexp[o’6’/4n]/a

CONFERENCIA: DIFERENCIANDO PARA ELIMINAR CONSTANTES a e B
M = Bexp (0°0%/4n) / o exp(n?) - B exp(0°6°/ 4n) / a
OM/08 = p ={[exp(0°0%/4n) + B(0°8/2n)exp(0°87/4n)exp(-n1)-B(0°6/2N)exp(a°0%/4n)} (1/a1)
OM/0t = g =0 exp (0°0%/4n) o exp(-nf) / a
= -1 08 exp(0°6%/4n) exp(-n?) / a
Entao:
a  =[-n 6 exp[0’8/4n] exp[-n]/ ]
p = {[exp(c”0¥/4n) + 6(0°0/21)exp(0°0%/4n)]exp(-N?)-B(0°6/2N)exp(0”0*/4n) } (1/a)
= exp(0°87/4n)exp(-N7)/a + 6(076/2n)exp(0°0*/4n)exp(-nt)/a - B(06/2n)exp(0°6%/4n)/a

B(0%0/2n)exp(0°6%/4n)/a = exp(0”0%/4n)exp(-nt)/a + B(0°6/2n)exp(0°6%/4N)exp(-nf)/a - p
B(0%6/2n)exp(0°6°/4N) = exp(0°6°/4n)exp(-n7) + B(0°6/2N)exp(0°6%/4N)exp(-nf) - a p
B(0%0/2n)exp(0°6%/4n) = exp(0°6°/4n)exp(-n7) + B(0°6/2n)exp(0°6%/4N)exp(-nf) - a p

B= exp(0°6%/4n)exp(-n1)/(0°6/2n)exp(0°67/4n)
+ 8(0°0/21)exp(0°0%/4n )exp(-N£)/(0°0/21)exp(0°6%/4n)
- O p/(0°0/2n)exp(0°0%/4n)

B= exp(-N)/(0°0/2n) + Bexp(-n?) - o p/(0°8/2n)exp(c267/4n)

Substituindo O e 3 na equagdo M para eliminar as constantes e simplificando :
M = {0 exp[c°6°/4n]/exp[n{] - Bexp[c?6%/4n]}/ a

M = exp[0°8%/4n] {6 /exp[n{] - B}/ a

M = 8 exp[0°0%/4n] /a exp[n{] - B exp[0”0%/4n]/a

Primeiro termo:

0 exp[0°67/4n] /a exp[n?]

a =[-8 exp[c’8’/4n] exp[-n1] / g]

0 exp[020%/4n] /[- n B exp[c°6°/4n] exp[-n{] / ¢] exp[Nn?]
0 g exp[070%/4n] /- n 8 exp[0°07/4n] exp[-n¢] exp[n{]

g /-n

OM/dt (1/-n)

Segundo Termo:
B exp[c?67/4n]/a
B= exp(-NH)/(60/2n) + Bexp(-n?) - & p/(6°0/2n)exp(c°6%/4n)
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{exp(-NH)/(0°6/2n) + Bexp(-N?) - o p/(G°6/2n)exp(0°6°/4N) L exp[0°67/4n]/a
{exp(-nt)exp[0°07/4n] / (0°6/2n)
+ Gexp(-nt)exp[0292/4r]] /a
- p exp[0°07/4n] /(G*0/2N)exp(G26%/4n)}

{exp(-nN7)exp[0°6%/4n]/ (%0/2n)a + O exp(-N)exp[c-6°/4n]/ a - p/(c”0/2n)}
a  =[-n8exp[0’8’/4n] exp[-n1] / g]

Segundo termo A

exp(-nf)exp[0°67/4n]/a(c’6/2n)

g exp(-N1)exp[0°67/4n]/ - N 6 exp[0°67/4n] exp[-n7] (3°6/2N)
g/-n8 (c°6/2n)

oM/ot/ -1 6 (0°6/2n)

Segundo Termo B

0 exp(-nf)exp[c”07/4n] / a

0 exp(-nf)exp[0°07/4n]/ [- n O exp[0?6%/4n] exp[-n{] / q]
0 ¢ exp(-N1)exp[0°067/4n]/ - n O exp[0°0%/4n] exp[-n]
q/-n

OM/0t (1/-n)

Segundo Termo C
p/(G*6/21)

oM/38 = p

aM/00 /(6°8/2n)

Fechando o Segundo Termo:
oM/0t/-n O (6°8/2n) + OM/dz (1/-n) - OM/B /(c”6/2n)

Unindo o Primeiro e o Segundo Termo:

M = 0 exp[0°0%/4n] /a exp[n{] - B exp[c-6%/4n]/a

M = OM/dz (1/-n) - {OM/dz/ (- n O (0°8/2n)) + OM/dt (1/-n) - OM/B /(c%6/2n)}
M= 0M/dz (1/-n) - dM/dt/ (-n O (5°6/2n)) - dM/dz (1/-n) + AM/9B /(G°6/2n)
M= -0M/0t/(-n O (c’6/2n)) + OM/A8 /(c”6/2n)

OM/dt/(-n 8 (0°6/2n)) = -M + dM/d6 /(c°8/2n)

oM/0t/ (n 6 (0°6/2n)) = M - dM/06 /(c’6/2n)

OM/0¢ = M(n® (6°6/2n)) - IM/38 (n6(c*6/2n))/(5°6/21)

OM/0¢ = M(n® (c°6/2n)) - IM/38 (n6)

oM/ot = M (c°6%2) - IM/38 (nB) Confere com Equacio
52
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CONFERENCIA: DIFERENCIANDO Eq 53
M@®,) = exp(0®0*/4n) {l-x00e™ +[%x0” - (6°/4n)]0* ¢}

Derivando em relacéio a 0:
Derivadas termo a termo:
{exp(0”® 67/ 4 n)}' =[0”0/2n] exp(c® 0>/ 4 n)

{1-x00e™ +[%x0" - (07/4n)]0% e} = {1 -x0 B ™ + 15 x0%0% " - (07/4n)0” "}

{1 - x08e™ +14 x0°0” e - (0%/4n)0%e™ M} = { - x0 e™ + % x0% 20 ¢ - (07/4n) 20 ¢
2[']1‘}

Derivadade fg=f'g+fg'
Mg(6,5) = [0°6/2n]exp(a” 8 /4N){l-x00¢e™ +[/rx0” - (07/4N)]6° '} +
exp(0” 07 /4 1) {-x0e™ + % x0%20 2" - (G%/4n) 20 ¢}

Derivando em relacao a z:
M(6,/) = {exp(c® 8% /4 1) (-x0 B ™)} + {exp(c” 67 / 4 N)[%% x0> - (07/41)]0 '}
= {exp(0” 6% /4 n) x0 B ntte™ +{exp(c”® 6%/4n)[Y% x0” - (0°/4n)]0*(-Nt)e ™"

CALCULO DA SOLUCAO PARTICULAR:
Nossa primitiva, ja confirmada é:
M(6,f) = {8 exp[c°6%/4n]/exp[n¢] - Bexp[c°0*/4n]}/ a

Primeira Condicao de Contorno:

M@O,) = 1

M(0,) = (0) exp[0*(0)/4n}/a exp[n?] - B exp[c2(0)/ 4n]/ o
M(©0,)) = -B/a=1

Segunda condi¢ao de Contorno:
M = 0 exp[c°6%/4n]/a exp[n{] - P exp[c°6°/4n]/ a
M=A-B
OM/08 = 0A/00 - dB/3O
A = 0exp[0°6%/4n]/ a exp[n{]
0A/00 = {0 exp[0°0¥/4n]/a exp[ns]}' = {exp[c°0%/4n] + O(c*6/2n)exp[c?0%/4n]}/a
exp[n?]
= {exp[0°67/4n] + (0%6%/2n)exp[0°67/4N]}/a exp[n?]
B = Bexp[0°0?/4n]/a
0B/00 = {B exp[0?6°/ 4n]/a}' =B (6°8/2n) exp[0°0*/4n]/ o

Mg = {exp[c°6%4n] + (00*/2n) exp[0’6%/4n]}/a exp[nfd] - B (°0/2n) exp[c0” /
4n]/a

Mp(0,0) = -x0

Mg - {exp[a*(0)/4n]+  (0°(0)’/2n)exp[a’(0)*/4n]}/a  exp[n(0)]-
B(c%(0)/2n)exp[c(0)*/4n]/a

Mg = 1/a =-x0
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Terceira Condicao de Contorno:

M = Bexp[c°6%/4n]/aexp[n] -  PBexp[o’6’/4n]/a
M=A-B

Mvz Av_ Bv

MH:AH _ BH

A = 0exp[0”06%/4n]/ o exp[n{]

A'= {exp[0°07/4n] + (0°8%/2n)exp[0?0%/4n]}/a exp[n{]

A"

={(0%0/2n)exp[0°6°/4n]+(0%6/N ))exp[0°67/4n]+(576%/2n)(5°6/2Nn exp[0°07/4n] } /aexp[n¢
]

B = Bexp[0°0’/4n]/a

B'= B (0°0/2n) exp[c°6°/4n]/ a

B" =B (0% 2n) exp[0°6*/ 4n]/a + B (0°0/2n)(0°0/2n)exp[0°6°/ 4n]/ o

M" = {(5°6/2n)exp[0°6%/4Nn] + (0°0/N)exp[0°67/4n]
+ (6°6%/2)(0%0/2n)exp[0°6%/4n]} /aexp[n¢]
- B (6% 2n) exp[0°0*/4n]/a - B (c°0/2n)(0%0/2n)exp[0’6”/4n]/ a

M" = Mpgg(0,0) = x0° = {(0%(0)2n)exp[c(0)*/4n] + (c*(0)/n)exp[c’(0)*/4n] +
(6%(0)°/2n)(0°(0)/2n)exp[07(0)*/4n]} /atexp[n (0)]
- B (% 2n) exp[0’(0)*/4n]/a - B (0%(0)/2n)(0°(0)/2n)exp[0*(0)*/ 4n]/a

M" = Mgg(0,0) = x0° = {0}/aexp[n(0)] - B (*/2n)/a

Resumindo:

= -B/a=1 entdo =-Ma
Mp (0,0)= 1/a =-xo0
Mee(0,0) =x0>=- B (0% 2n)a

a = 1/(-x0)

x0> = - B (0% 2n)(-x0)
(x0)(x0) = - B (0 2n)(x0)(-1)
(x0) = B (0% 2n)
B=2nxo/0*

= {0 exp[0°0%/4n]/exp[n] - Bexp[c?6?/ 4n]}/ a

{0 exp[0°6%/4n]/exp[n{] - Bexp[0Z6”/ 4n]}(-x0)

{6 exp[0”0%/4n]/exp[n?] - (2 N xo0 / &%) exp[0°0*/ 4n]}(-x0)
exp[026%/4n] {6 exp[-n7] - (2 n x0 / G%)}(-x0)

= exp[0°6%/4n] {- x0 6 exp[-N¢] + x0 (2 N x0/ G%)}
exp[026%/4n] {-x0 0™ + 2nx0>/ 0%}

TXXEKEX
I

INCOMPLETO: FALTA ENCONTRAR A SOLUCAO PARTICULAR
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Tentativa por outras condicées de contorno:

CALCULO DA SOLUCAO PARTICULAR:
Nossa primitiva, ja confirmada é:

M = {0 exp[0”0%/4n]/exp[n] - Bexp[c°6?/ 4n]}/ a
M = 8 exp[0°07/4n] exp[-nt]/a - Bexp[c?6”/ 4n]/a

Primeira condicao:
06/0¢ = - n| 6 (98/dx) + % 0° (8°6/0x°) + nO
oM/ot =
0' exp[0°0%/4n] exp[-nt]/a + 6 exp[070%/4n] exp[-n¢]/a + 6 exp[cZ6%/4n] exp[-n¢]/a
0' exp[0°6%/4n] exp[-n7)/a + 6 [6°6/2n10' exp[0”0%/4n] exp[-nt]/a
+ (- N8 exp[0”0%/4n] exp[-n7)/a)

(- N 6 (06/0x) + ¥4 0% (3°6/3x%) + nB) exp[c-6%/4n] exp[-n/a + 6 [676/2n] (- N 6 (96/0x)
+ 14 0% (8°0/0x”) + nB) exp[007/4n] exp[-Nr)/a + (- N6 exp[0°07/4n] exp[-N])/a)

- Bexp[0”0°/ 4n]/a

{0 exp[0°67/4n] exp[-ns)/a}’
-1 8 exp[0°6%/4n] exp[-n¢]/a

=0 =-n0exp[0°0%/4n] exp[-n(0)]/a =  xo
=-1n 0 exp[c°6%/4n] = a X0

a =-n06exp[0’6%/4n]/xo

Segunda Condicao

OM/0¢ =-n 0 exp[c°67/4n] exp[-n]/a

*M/0t* = {-n 0 exp[0”6%/4n] exp[-nf/a }'
=-n?0 exp[c?6%/4n] exp[-n7] /a =

Verifica¢ao da equacio 17: Partindo da equacao 53
M(6,f) = exp(0®0°/4n) {l-x00e™ +[%x0’ - (0°/4n)]6% e}

Derivadas termo a termo:
{exp(0”® 67/ 4 n)}' =[0”0/2n] exp(c® 0>/ 4 n)

{1-x00e™ +[%x0" - (07/4n)]0% e} = {1 -x0 B ™ + 15 x0%0% e - (07/4n)0” "}

{1 - x08e™ +14 x0°0” e - (0%/4n)0%e ™} = { - x0 e + % x0% 28 ¢ - (07/4n) 20 ¢
2[']1‘}

Derivadade fg=f'g+fg'

Me(B.1) = [0°8/2n] exp(0” 67/ 4M){1 - x0 0™ + [V x0” - (0°/4)]6" &} +
exp(0” 6°/4 1) {-x0e™ + 1 x0° 20 " - (07/4n) 26 ¢}

Fazendo =0

Mp(0,7) = {-xo0e"}
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Ex(®] = -Me(0.,)
E[x()] =  xoe™
Verdade quando u =0

INCOMPLETO: Como fazer para quando u #0 ?

Verifica¢ao da equacio 18:
Calculo de Mgg(6,7)

Partindo de:

Mg(8,7) = [0°8/2n] exp(0” B* /4 N){l -x0 B e™ + [ x0” - (07/41)]0* ™'} +
exp(0? 6% /4n) {-x0e™ + 5 x0% 20 ¢ - (0%/4n) 20 ¢}

Derivada termo a termo:

fl =exp(c>08°/4n)

f1' = {exp(c® 0>/ 4 n)}' = [0 B/2n] exp(c” 0°/ 4 )

f2 ={l1-x008¢e™ +[%x0° - (07/4n)]0% "}
f2 ' ={1-x00e™ +% x0°0? ¢V - (5%/41n)0% "'}
={-x0e™ + 1 x0>20 ™" - (07/4n) 20 ¢

f3 = [6* 0/2n] exp(c” 6>/ 4n)
f3'= {[0° 8/2n] exp(c” 67/ 4 n)}'
=[0%/2n] exp(0® ©*/ 4 ) + [0 B/ 2n]° exp(0” 67/ 4 1)

f4 = {-xo ™ + %4 x0° 20 ¢>" - (07/4n) 26 >N}
f4'= {-xoe™ + o x0" 20 ™" - (07/4N) 20 ¢V} = {x0” ¢ - (0%/2) &7}

Voltando e substituindo:
Meo(6,1) = (f3f2 + f1f4)
= (f3 £2)' + (f1 f4)'
= 3' 2 +f32'+ f1'f4 + {1 f4'

Mee(e,t) =

{[0°/2n] exp(0?0%/4n)+ [6°0/2n]* exp(6°67/4Nn)} {1 - x08 ™ + [% x0” - (0%/4n)]6% &'}
+{[0°8/2n] exp(c” 87/ 4 N)}{-x0e™ + 15 x0% 20 ¢V - (07/4n) 20 "'}
+{[0*8/2n] exp(c® 87/ 4 N)} {-x0e™ + % x0? 20 ¢ - (07/4n) 20 "}

+ {exp(0” 87 /4 1)} {x0” e - (a%/2n) M}

Fazendo 6=0

Meg(0,) = {[6?2n] +0+0+ {xo’ " - (c*/2n) ¢}

Finalmente:

Var[x()] =  E[x@®)’] - [EG@)]

Onde: E[x(®’] = [0%2n] +x0%e?-(a*2n)e™™
[Ex@)]) = [xoe"]* = xo0°e™™
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Var [x(?)]

(02n) +xo0” e - (a%2n) e - xo eV
(@*2n) - (a*2n) e
@ 2n) [1 - e

Testando se a derivada de eq 53 fornece a eq 52

M(6,) = exp (0°6%/4n) [1 - x00e™ + (% x0° - 0%/4n)0% e]
OM®,)/00 = f'g+fg

f'g =200%/4nexp (0°67/4n)[1 - x00e™ + (% x0° - 0%/4n)0% ¢]
fg' =exp (0°0%/4n)[- xoe™ + 2 (% x0”-0%/4n)0 "]

OM®.)/08  =200°/4nexp(@0/4N)[1 - x0Be™ + (Yix0’-0/AN)B e +
exp (0°0%/4n) [- xoe™ + 2 (% xo0”-07/4n)0e?"]

d M(8,£)/ 38

00%/ 2n exp (0°07/4N) {[ 1 - x00e™ + (% x0’-07/4N)6° V] +
[-x0e™ + 2 (% x0"-07/4n)B e}

0 M(8,7)/ 0= exp (76%4/4n) [ - (-n) x00 ™ + (-2n) (V2 x0* - 07/4n)0* "]
=14 0”0 exp (070%/4n) [Nx00 ™ (2/0° 0%) - 2n(2/0% 6°) (%4 x0° - 7/4N)6° ']
=14 0% 0% exp (070%/4n) [2nxo0 ¢ /6 B - (4n/0?) (Y4 x0” - 64/4n) "]
=14 0% 8” exp (0°0%/4n) [2nxo0 ¢"/0* O - (2N x0%/0% - 1) "]

Testar se fecha com a equagdo 52:

4 0> 6° M -1 6 OM/06 = OM/ot

5 00> M =n 6 OM/38 + OM/dt

M = (2/0% 6%) {n 6 dIM/06 + dM/0¢}

M = (2/6* 8*)(n 6 OM/06) + (2/a* 8%)(AM/dr)

M = (2/6>0*)(n 0 (0 0%/ 2n exp (0°6%/4n) {[ 1 - x00e™ + (Y2x0”-07/4N)0* "] +
[-x0e™ + 2 (% x0°-0%4n)0 e }) + (2/0” 0%)(% 0% 6 exp (0°6%/4n) [2nxo e/ O
- (2n x0¥/a” - 1) &)

M = exp(0°6%/4n){[1 - x00 e™ + (Y4 x0” - 7/4N)0% "] + [- x0 e + 2(% x0° - 07/4n)0
M} + exp (070%4n) [2nxo ¢M/6% B - (2N x0%/0% - 1) 2]

M = {exp(a°6%/4n)[1 - x00 ™ + (% x0” - 67/4n)0% €] + exp(0204/4N)[- x0 ™ + 2(%
x0” - 0%/4n)0 "]} + exp (0°6%/4n) [2nxo0 e "/6* B - (2N x0%/0” - 1) V]

M = exp(c°07/4n)[1 - x00 ¢ + (%4 x0” - 6°/4N)B° "] + exp(0”0%/4n)[- x0 e +2(%
x0% - 67/41)0 "] + exp (0°6%/4n) [2nxo /0?0 - (2N x0Y/0” - 1) 1]

M = exp(6°6%/4n)[1 - x00 e™ + (¥ x0° - 6/4N)0 ¢"] - exp(0°0%/4n)[x0 ™ - 2(%s x0° -
0%/4n)0 "] + exp (0°6%/4n) [2nxo e /0”0 - (2N x0/0” - 1) "]

Dixit03e.doc Luiz Branddo/DEI-PUC 12/08/01 21



[xoe™ -2(% x0” - 6°/4n)B "] = [2nxo /0”0 - (21 x0%/0” - 1) e™"']
xo e - 2(%4 x0% - 0°/4n)0 ¢ = 2nxo e/0% 0 - (2N x0%Y/0” - 1) &N

fazendo: 2n/0’0=1

Pois2n =00
2nxo ¢M/c* 0 =  xoe"
(2n x0%/c” - 1) 6/ B
(2N x0*/c?0-1/8)8e™ = 2n/0°0(xo’ -a2/2n) e

= (x0’ -g’2n) e

Onde M =exp (0°0%4n) [1 - x00e™ + (% x0°-0%/4n)0* ¢™] c.q.d.
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