3.4. Movimento Browniano Generalizado - Processo de Ito

Ao descrevermos o movimento Browniano nos itens anteriores, estabelecemos que os
parametros drift e variancia seriam constantes. Mas, se esses parametros nao fossem
constantes, e variassem, por exemplo, com o tempo. Qual processo que a equacgao estocastica
seguiria? Como ficaria a média e variancia deste processo? Ainda seria um processo de
Markov? Tentaremos responder essas questdes agora.

A generalizacdo do Movimento Browniano, conhecida como Processo de Ito, ¢ dada pela
seguinte equacao

dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz Equagao 11

onde novamente dz ¢ um incremento do Processo de Wiener e a(x,t) e b(x,t) sao fungdes (ndo
aleatorias) conhecidas. As variaveis g ¢ b sdo também conhecidas como parametros drift e
variancia, mas agora sao funcdes do tempo e do estado atuais.

Do mesmo modo que fizemos para o Processo de Markov, o Processo de Wiener e o Processo
de Wiener Generalizado, iremos calcular a média

E(dx) = Ela(x,t)dt + b(x,t)dz]
E(dx) = a(x,t)dt +b(x,t)E(dz)
E(dx) = a(x,t)dt

e Variancia

Var(dx) = E{[dx — E(dx)]’}

Var(dx) = E[(dx)*]-[E(dx)]?

Var(dx) = E{[a(x,t)dt + b(x,t)dz]*} —[a(x,t)dt]

Var(dx) = E{[a(x,t)dt]* +2a(x,t)b(x,t)dtdz +[b(x,t)dz]*} —[a(x,t)dt]’
Var(dx) = 2a(x,t)b(x,t)dtE(dz) + E{[b(x,t)dz]’ }

Var(dx) =[b(x,t)]* E(€*)dt

Var(dx) =[b(x,t)]’ dt

Os parametros a(x,?) e b(x,f) sao conhecidos como taxa de crescimento esperado instantaneo e
taxa de variancia instantanea, respectivamente, do Processo de Ito.
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3.4.1. Movimento Geométrico Browniano

Movimento Geométrico Browniano (MGB) ¢ um caso particular do Processo de Ito.
Geralmente ¢ o processo utilizado para modelar preco de acdes, taxas de juros, pregos de
produtos e outras variaveis financeira e econOmicas. A restricdo que existe ao uso do
Movimento Geométrico Browniano, ¢ o fato de que este processo pode divergir levando x(7)
para o infinito, e assim alguns modelos que seguem o MGB podem nao ser muito realistas.

No MGB os parametros drift e variancia sao dados por

a(x,t)=ax
b(x,t)=0x

Se substituirmos esses valores na equagdo do Processo de Ito, teremos

dx=axdt+0xdz Equagao 12

No caso anterior do Movimento Aritmético Browniano (MAB), onde dx=adt+0dz,
vimos que dx tinha uma distribui¢do Normal, com pardmetros N =(a,0). Agora, no caso do

MGB, qual seria a distribuicdo de dx? Observe que se dividirmos o MGB por x,
transformamos o processo num MAB:

de=axdt+0xdz

ﬂ:adt+0dz
X

H=GAZ+GAZ
X

Assim, as variagdes proporcionais de x, (Ax / x), tem uma distribuicdo normal, pois Ax / x
segue uma MAB. Mas podemos ver que:

i(lnx):ldx :@
dx X X

Ax / x ¢ o incremento no log de x e tem distribuicdo normal pois o seu processo ¢ um MAB,
portanto, podemos concluir que se log x tem distribuicdo normal, x terd uma distribui¢ao
lognormal.

Qual serd a média e variancia de uma varidvel x(¢) que segue um processo MGB? Sabemos
que x(¢) tem uma distribuicao lognormal, entdo podemos dizer que F(x) = In x terd uma
distribuicdo normal.
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Seja uma funcdo F de uma variavel aleatoria x(z), F(x), dada por F(x)=Inx, onde x(z) tem
distribui¢@o log-normal. Para uma fung¢ao de duas variaveis, por Taylor temos:

2
dF =% g+ 9 g e L9

d 2
o U o By g )

onde os termos com expoente igual ou maior que dois em ¢ sdo desprezados, assim como 0s
expoentes maior que dois em dx.

oF 1 °F 1 oF _
Y R — =0
ox «x Ox X ot
dF=ldx —le(a’x)2

X 2x

dF :l(axdt +0xdz) —Lz(axdt +0 xdz)’
X 2x

dF =a dt +0 dz —L(azxzdtz +2000 dtdz +0°x*dz°)
2x° e — =

dF =adt+0dz —%azdt

dF =(a —%az)dt +0dz

Nota:
(d=) = (edr) =i
Var(€)= E(&)—E*(e) =E(g’) =1 pois & =N(0,])
0
E(&dt)=dtE(e*) =dt
Var(€dt) = dﬁVar(Ez) =0
0
Se Var (dz)* = 0, temos  dz*> = N(dt,0). Vemos entdo que dz* ¢ deterministico e o seu
valor ¢ igual ao seu valor esperado E(dz)* = dt

Entao temos:
2

2
dF = (a —%)dt +ads ou dF ~ N[(a —%)dt,azdt]

Considerando um intervalo de tempo (0,T), fazendo x(7) = x;, x(0) = xy e substituindo o
valor de F(x), encontraremos

F(x,)- F(x,)~ N[(a —%)T, 0T}

F(x,)~N[F(x,)+(a —%Z)T,UZT]
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mas F(x,) =Inx, entdo

Inx,

2
~ N[lnx0+(a—%)T,02T] -~ N[l

—

u v?

Fazendo as substitui¢des de variaveis, teremos
2

u=Inx, +(a—%)T

vi=0'T

— - Y
Y=lnx, « x, =e

teremos
Y=Inx, ~ N(u,»*)

cuja fungdo densidade de probabilidade ¢ dada por
1 _i(g)z
f()=—=e "
V21’

Note que queremos achar E(xT) e Var (xT). Como sabemos que:

E(x;)=E(e")
Var(x,)=Var(e") = E(e’") —E*(e")

basta entdo acharmos estes pardmetros de e

Utilizando o conceito de fungdo geradora de momentos, podemos achar o valor esperado e
variancia de F(x), que ¢ uma funcdo da variavel aleatéria x7.

M, (0= E@") = [ f(1)dY

substituindo o valor de f(Y), teremos:

+oo0 1 _(Y-u)®
E(e"™) = J'eky[ﬁe ' dY
o T
+co 1 ky_(y—u)2
E(™) = J' e 2 dY
o\ 2707
1 22Y (Y -u)?

0?2 dY

E(™) = f

e
N2m?
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Agora, iremos completar o quadrado do numerador do expoente, 2v’kY - (Y - u)*. O nosso

Objetivo aqui ¢ separar o expoente de e para que fique na forma e” . ¢".

2VkY = (Y —u)® =2vkY —(Y —u)’ + (V'K* —v'E?) H2vku 2v ku)
= v +2VKY -2vhu —(Y —u)® kP 20 ku
= [V -2vk(Y —u) +(Y —u)’] 'k +2v7ku
= —[v’k =(Y —u)T +v* ik +2vku
Y —(u +vk)T +v*' e +2viku

Voltando para a expressdo de E("Y) com a igualdade anterior, teremos

ec H20P VA2 4202k

E(ekY) - I 2 e 212 e 202 dY

W k2 oo [Y=(u+v?h))

2v2 dY

E(™)=e

Agora, considere a seguinte troca de variaveis

_Y-(u+vk)
v
Derivando esta expressao em relagdo a Y, encontraremos:

d—w—lD d¥ vdw

dy v

Substituindo ambos os valores na expressao de E(ekY), teremos uma nova expressao, mas
agora com a integral bastante familiar.

2k2 +0o L
E(e)=e 2 (vdw)
uk+ﬁ+c>o 1 —W—
E()=e > e 2dw
(") j =
%\f_—/

o integrando nada mais ¢ do que a funcdo densidade de probabilidade para uma variavel com
distribui¢do normal padronizada, ou seja com média zero e variancia 1. Ao resolvermos esta
integral encontraremos o valor 1 que ¢ a area abaixo da curva de densidade de probabilidades.
Assim encontramos a seguinte expressao para E("Y):

E@E)=e i
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Voltando com os valores de Y, u e v definidos anteriormente e fazendo k=1 teremos
finalmente

2 2
Inx.. lnx0+(a—%)T+aTT
E(e™) =
o _ o’T
+

Inx ar
E(x;)=e"e % 2

E(x;)=x,e"

O célculo da variancia ¢ mais simples. Considere a defini¢cao de variancia:

Var(e") = E[(e")*]1-[E(e")]

Var(e") = E[e*" |- x e’

. 2Y , . . . L.
para continuarmos, devemos calcular o valor de E(e”"), que ¢ imediato, pois basta substituir k
por 2 na equagao encontrada na demonstracdo anterior.

v
uk+

E(")=e *

E(e) =)

Voltando para a expressdo da variancia teremos:
VaV(eY) = eZ(u+v) _ xgeZaT

substituindo os valores de u € v encontraremos:

Inx;\ — 2lnx,+2aT+0>T 2 2aT
Var(enx,)_enxo al'+o _xoea

Var(x,) = xéez"T(ec’zT -1)

Agora, calcularemos o valor esperado de x(7), dado que x(0)=x¢ e considerando 0=0. Esta
ultima suposicao nos diz que x ¢ totalmente deterministico e podemos prever valores futuros
de x com certeza. Para isso devemos resolver a seguinte equacdo diferencial ordinaria:

dx = axdt + oxdz

dx = axdt
ﬂ:adt
X
dt:l[j;x
a x
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Aplicando integral em ambos os lados da equagdo teremos
t X
Idu = Il ik
) 1a k

£-0=Lnk)
a

at = In(x) — In(x,)
In(x) = In(x, ) + In(e®)
In(x) = In(x,e”

x(t) = x,e”

Assim, E(x,)=x,e™ . Note que o valor esperado de xt para o caso deterministico é o mesmo

que o valor esperado para o caso aleatdrio. E, obviamente, a variancia nao sera a mesma para
ambos 0s casos.

O valor esperado e a variancia de x(¢) poderdo ser utilizados para calcular o valor presente
descontado esperado de x(¢) sobre algum periodo de tempo. Como exemplo, temos:

X9

E [Ix(t)e_"’dt] = Ixoe_("_")’dt =0 Equagio 14
0 0

r—-a

Esta formula serd util mais tarde quando necessitarmos calcular o valor presente descontado
de fluxo de lucro que segue um Movimento Geométrico Browniano.

Do mesmo modo que fizemos com o Movimento Browniano, iremos agora dar alguns
exemplos de MGB. Utilizaremos parametros compativeis com os pardmetros do NYSE, par
exemplificar.

o = Drift Rate = 9% a.a.
O = Variancia = 20% a.a.

Com a equagdo 15 a seguir, foi montado o grafico 3.3 que mostra 3 caminhos possiveis
calculados com intervalo de tempo Az igual a 1 més. A equag¢ao do MGB fica:

Ax =axAt +oxz

x, —x_ =ax,_ 0t +0x, Et\/A_t

x, =x,_, +0.09x, At +020x, , £,/At

Como os dados disponiveis estdo em periodos de um més, ao invés de um ano, dividimos o At
original, que ¢ de um ano, por 12.

aA¢=0.09 (1/12) =0.007500
oAr=0.20 (V1/12) =0.057735
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x, =x,_, +0.09x, At +020x, , £/t

x, =x,_, +0.09x,_ L +0.20x, _, SM/L
12 12

x, =x,_, +0.0075x,_, +0,057735x,_, €,
x, =10075x,_, +0,057735x,_, €, Equacao 15

Comecaremos o caminho em 1950 e X195 = 100 e calcularemos também teremos a linha de
tendéncia, obtida quando €, = 0, isto €, a parte deterministica do processo:

x, =1.0075x,_,

Movimento Geométrico Browniano - Fig 3.4
12.000

10.000 -

8.000 -

6.000 -

4.000 +

2.000 -

50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 00

O grafico 3.5 mostra a previsdo o0tima para este processo. Como anteriormente, um caminho
sera gerado de 1950 até 1974 e entdo as previsdes para x(¢) serdo feitas até¢ 2000. Como o
MGB ¢ um Processo de Markov, entdo ele segue a propriedade de Markov que diz que
somente o valor atual de x(7) ¢ necessario para realizar as previsdes para o futuro.

Movimento Geométrico Browniano - Previsdao Fig 3.5

12.000

10.000 |

8.000 1 Intervalo de Confianga de 66%
6.000 |

4.000 |

2.000 |

0 ‘ : : ’ : : ’ ’ ’
50 55 60 65 70 75 80 85 20 95 00
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Para criar o modelo de previsdo, utilizamos a equagdo para o valor esperado de x(7)
demonstrada anteriormente:

E(x,) = x,e”

_ T
E(X\974:7) = x1974ea

como O ¢ um parametro dado por unidade de tempo anual e T estd em unidade de tempo

mensal, entdo para compatibilizar as unidades devemos fazer:
a

E(X\974:7) = X9r€"

como 0=0.09 ao ano, entao 00=0.09/12=0.0075 ao més. Logo, a equacao para o valor esperado
de x(¢) a partir de janeiro de 1975 ¢ dado por:

_ 0.0075T
E(Xy97407) = Xjg74€

E(X197447) = X194 (€

E(X1g747) = X074 (1.007528)"

0.0075\T
)

Podemos também fazer nossas previsdes utilizando um intervalo de confianca. Supondo um
intervalo de confianga de 66%, entdao o limite superior e inferior do intervalo de confianga ¢
dado por

at 2 2at ; 0%t
X1974€ iT66%\/x1974e (e 1)

at [ o% _
Xige (12T Ve 1)

usando a seguinte igualdade

: X2 x3
et =lHx+—+—+...
!

3!

e fazendo x = ¢° t, ficamos com:

o't* %
+

3!

3

2
e’ =1+0°t + +

Considerando que 0 < 1 e ¢ ¢ pequeno, podemos ignorar os termos de ordem superior,
ficando com uma expressao aproximada:

2

e’ =1+0’t
2

e’ -1=0%

E aSSim encontramos
at 2
Xigee (12T, NOL)

Xorge” (1% T66%O-\/;)
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usando novamente a identidade para e* encontraremos

ar +Tee,0t
Xi974€ €

Substituindo os valores de O, 0 e considerando Tes,=1, encontraremos os limites inferiores e
superiores:

X194 (1.007528)7 (1.0594) 7

3.4.2. Processo de Reversao para a Média

Como visto nas figuras do Movimento Geométrico Browniano, este processo tende a divergir
para longe do seu ponto de partida original. Em alguns casos, esta ¢ uma caracteristica
desejada, como em precos de ativos especulativos, mas em outros ndo. Precos de commodities
como o cobre ou o 6leo tendem a estar relacionado com o custo marginal de producdo de
longo prazo. Isto significa que no curto prazo o preco do petroleo, por exemplo, pode subir ou
descer aleatoriamente, mas no longo prazo ele tende a voltar para o custo marginal de
producao. Logo o preco do petréleo ou do cobre devem seguir o processo de reversdo para a
média.

A Equacao Diferencial Estocastica que define este processo, também conhecida com processo
de Orntein-Uhlenbeck, ¢ dada por:

dx =n(x —x)dt +odz Equagao 16

onde dz ¢ um incremento de Wiener, N € a velocidade da reversao ¢ X € o nivel normal de x
(o nivel para o qual x tende a reverter). O processo de reversao para a média ¢ um Processo de
Markov, mas ndo possui incrementos independentes. Isto fica claro ao notarmos que a
variagdo esperada em x depende da diferenga entre x e X . Assim, se x € maior (menor) do que
X , entdo € mais provavel uma queda (subida) no proximo intervalo curto de tempo.

Do mesmo modo como foi feito para o outros processos, iremos calcular a média e a variancia
de dx.

Calculo da Média e Variancia:
Definimos uma variavel w = f'(x,¢):

w=(x—-Xx)e™
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Calculando o incremento dw:

2
=2 + O gy s LOW oy
Ox ot 2 Ox

ow _ ow _ o*w
Mas: W = nti—t) 27 = — =\ ’0). —— =0

ax ¢ o C TN o’
Entdo: dw =" (n (X —x)dt +0 dz) +(x =x)e""™.n.dt

dw=e" n(x —x)dt +""™ .o dz +(x —x)"" ™ .n.dt

dw=e"" gdz

Sabemos que dw tem distribuicdo Normal, pois o termo estocastico ¢ funcao apenas de dz.

dw ~ N(0,e*""™ g dt)
w, —w, ~ N(0,e>""™ .0’ dt)

w, ~ N(w,,e""™ .a* dt)

E(dw)=0
E(w,)=w, =(x, —x) e
E(w,) =(x, —X)

Meédia: Para calcularmos E(x,) precisamos achar a relagdo entre x, e w,.

W, = (x, = %) e "

Inw, = In[(x, =¥)e"™]

Inw, =1In(x, —x) +In(e ")
Inw, =In(x, —X) +n(t —t,)
In(x, —x) =lnw, —n(t —t,)

= Inw,-n(t-ty)

X, —X=e
X, =X —w,.e 1T
Calculando agora E(x):

E(x,)=E[x -w,.e""™]
E(x,) =X —E[w,]e "™

E(x,)=X—w,.e "™

E(x)=X—(x, =X).e""™ Equacgdo 17
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Variancia:
Var(w,) =Var(w, —w,)
Var(w,) =Var(w, =w,_p, *W,_p, =W, 55 *-.. W vy ~Wp)

Var(w,) = Var(w, _Wt—At) +Var(wt—At _Wt—ZAz) t... -I-Var(wt—(N -1)At _WO)

Var(w,) = i Var(Aw,) = Jj Var(dw,)

Mas:
Var(dw) =Var(e"'™.0dz) =™ .a* Var(dz)
dt
Var(dw) = e*""™ g’ dt
Substituindo

_ t
O.zezn(z ) _ 02|

t
Val”(wt) :J- le](l—lo)'O-Zdt —
lo

2n )
Var(w,) = —az(ezn(m()) -
t 2,7
Queremos Var (x;)
Var(x,) =Var(x —w,.e ""™)
Var(x,) = e Var(w,)
Substituindo Var (wy)
Var(x,)=e"™ pz(ewt—to) )
2n
Var(x.) = 27200710) (2100) _ 1)
t 2,7
0.2
Var(x,) = E(1 —e M) Equacdo 18
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Quando 7 - o0, 0 valor esperado tende para:
. T 1
lim £(x;) = lim[¥ +(x, ~%) 7]
_ g 1
=X +(xgﬁ—wx)hm[67]

nT

1 .
quando T -, " - e (x, _X)T — 0. Assim teremos
e

;im E(x;)=X
Do mesmo modo, quando # - oo, a variancia tende para
2
. — ot 9
;1% Var(x,) = ;1%[ on (I-e7")]

. _o L
Pg Var(x,;) = %;15510[(1 e )]
2

. o
;151010 Var(x,) = 5

Quando n - o0, encontraremos:
lim E(x,) = lim[x +(x, =X)e "]
I] — 00 I7 — 00

lim E(x,) =¥ +(x, —%)lime™
n-o n-oo

0

limE(x;)=Xx
I7~>00

e para a variancia
2

lim Var(x, ) = lim(Z—) lim(1 — e )]
n-o n-o 2n n-o

lim Var(x,) = 0[{1 —0) =0

r] — 00

Estes valores nos indicam que, mesmo momentaneamente, x ndo pode desviar-se de x .

Agora vamos analisar como a variancia se comporta quando 1 - 0.
2

. — 1t 1 T
glflolVal”(xT) = %15101[ on (1-e"")]

Analisando primeiro a parcela do exponencial, e lembrando que

. x* X
ef =lHx+—+—+...

21 3

Como x - 0, entdo as poténcia de x acima de 1 terdo impacto insignificante no valor final da
expressao. Assim, podemos simplificar a expressao para:
e" =1+x
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como estamos considerando x = -21n7, entdo
e =1-2nT
2nT =1-¢"

substituindo esses valores na equagdo de Var(xr), teremos finalmente
2

. .. O
}71513 Var(x;) = }7151(}[%(2%)]
limVar(x,) =lim{o” (T)]
n-0 n-0

lin(} Var(x,) =0°T
n-

Assim, podemos concluir que quando N -0, o Processo de Reversdao a Média tende para o
Movimento Browniano Simples. Uma outra maneira de verificar esta conclusdo ¢ substituir I
por zero na equacao do Processo de Reversao para a Média, com isso teremos a equacao do
Movimento Browniano.

Uma outra caracteristica interessante do processo de reversdo para a média ¢ o parametro 1.
Este parametro indica a velocidade com que o processo tende a voltar para o valor médio.
Normalmente, o processo de reversdo para a média pode tomar um caminho que se desvie da
média de longo prazo. Como vimos no paragrafo anterior este desvio tende a ser revertido em
determinado momento, € o processo volta para a sua média de longo prazo. Esta volta pode
ser demorada ou mais rapida dependendo de n. Quanto menor N mais demorada sera o
caminho de volta. Esta caracteristica torna-se clara ao analisarmos o grafico a seguir. Neste
grafico, plotamos 3 curvas que representam o processos de reversao para a média com trés
valores de n diferentes, 0, 0.01 e 0.5. Foram usados os valores de 0 = 0,05 am.,x =1 exo= 1.

Processo de Reversao a Média - Fig 3.6

1,00 l-‘l\" " “W'(N'“W ,Mllv“w." ‘M ‘N‘

0,50 -

0,00 ; ; TV ; T T T : :
50 55 60 \\/65 70 75 80 85 90 95 00

(0,50)

|—n=0-—n=001—n=05
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Para criar o modelo de previsdo, utilizamos a equacdo para o valor esperado de x(¢)
demonstrada anteriormente (Equagdo 17), considerando um n = 0,02:

E(x;)=X+(x, =x)e"

E(Xy950:7) = X + (X050 _f)e_nT

Como N ¢ um parametro mensal, assim como T, nenhum ajuste mais ¢ necessario. Dado que
x =1,en=0,02, ficamos com:

E(x1930+1~) =1 +(x1980 _l)e—0,0ZT

Para calcularmos um intervalo de confianca de 66%, o limite superior e inferior do intervalo
de confianca sera dado por:

E(x)*xzy,.0
-

Assim: 1+ (X0 e %2z, .0.
( 1980 ) 66% 2’7
Substituindo os valores de z = 0,9557, a = 0,05 e n = 0,02, encontramos os limites inferiores
e superiores:
0,027 1=
1+ (x40 —1)e™" £0,04779.
( 1980 ) 0’04

O grafico com a previsao e o correspondente intervalo de confianga esta a seguir:

Processo de Reversao a Média - Fig 3.7
1,75

1,50 A
1,25 A

Al
1,00 W

0,75 -

0,50 -
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A equacgdo 16 ¢ a versdo de tempo continuo do processo autoregressivo de primeira ordem
(AR). Especificamente, a equagao 16 ¢ o caso aonde Ar [J 0 do seguinte processo Auto-
Regressive (AR):

Xi-Xer =x (1-eM+(eM-Dxe +0, Equacdo 19
aonde [J; ¢ normalmente distribuida com média zero e desvio padrdo Oy dada por:

o0’ = (@7/2m)(1-¢"")
Entdo podemos estimar os pardmetros da equagdo 16, (dx = n (x -x ) dt + 0dz ), usando
informacdes de tempo discreto (que sdo as unicas informagdes disponiveis) pela
regressao:

Xt - X1 =a+ bxe + 0y

E entdo calculando x =-a/b, n=-log. (1+b),e

o=, In(1+5)
V(1+5)> -1

Aonde 0 ¢ o erro padrio da regressao.

E facil generalizar a equacdo 16. Por exemplo, espera-se que x(f) reverta para a média x ,
mas com a taxa da variancia crescendo com x. Assim pode-se usar o seguinte processo:

dx=nN(x-x)dt+0xdz Equagao 20
Alternativamente , mudangas proporcionais na variavel pode ser modelada como um
simples processo de reversdo para a média. Isto ¢ equivalente a descrever x(f) pelo
processo:

dx=Nx((x-x)dt+0xdz Equagao 21

Vamos examinar as implicacdes destes diferentes processos de reversao para a média para
decisdes de investimentos mais adiante.
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