APÊNDICE E:   �DEMONSTRAÇÕES  DIVERSAS


1)  PROVA DE QUE AS VOLATILIDADES DE  V - D  SÃO IGUAIS A DE  V/D


No capítulo 3.4, foi escrita a equação da volatilidade total, que combina as volatilidades das variáveis estocásticas correlacionadas V (valor do projeto) e D (custo de desenvolvimento), expresso pela equação a seguir, encontrada em vários artigos (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.210; Carr, 1995, pg.111; e McDonnald & Siegel, 1986, pg.713), em que os autores afirmam que é a equação da volatilidade do quociente p = V/D, mas que não foi demonstrada por nenhum deles (supõe talvez que todos saibam):


� EMBED Equation.2  ���                                                  


Onde sV é a volatilidade de V, ou seja, o desvio padrão anual de dV/V. Analogamente, sD é a volatilidade de D, ou seja, o desvio padrão anual de dD/D.


A volatilidade total s pode ser vista de duas maneiras: (a) como a diferença das volatilidades de V e de D, ou seja, o desvio padrão de [(dV/V) - (dD/D)] ; (b) como a volatilidade de p = V/D, ou seja, o desvio padrão de dp/p (ver Carr, 1995, pg.111).


Dos textos elementares de probabilidade (ex.: ver Larson, 1982, pg.265), sabe-se que a equação da variância total, acima mostrada, é igual a variância da diferença de duas variáveis estocásticas, no caso a variância de  [(dV/V) - (dD/D)]. Se provará que as afirmativas de Carr (pg.111) e McDonnald & Siegel (pg.714) de que s2 é a variância da variação proporcional de V/D, é verdadeira. 


Se poderia provar que dp/p = (dV/V) - (dD/D) usando o cálculo ordinário para expansão de dp, isto é, fazendo d(V/D) =  (D dV - V dD)/D2 . O correto no entanto, é fazer a expansão com o Lema de Itô, considerando termos de segunda ordem na expansão de Taylor�. Essa abordagem estocástica é feita a seguir. Inicialmente serão calculadas as derivadas parciais de p (V, D), que serão usadas na expansão usando o Lema de Itô�:


 �\EMBED Equation ���     ;             �\EMBED Equation ���   ;          � EMBED Equation.2  ��� ;   


� EMBED Equation.2  ��� ;                   � EMBED Equation.2  ���


Usando o Lema de Itô  (ver Dixit & Pindyck, 1994, eq.28, pg.81):


dp  =  � EMBED Equation.2  ���


+ � EMBED Equation.2  ���


Þ   � EMBED Equation.2  ��� (aV  - aD + � EMBED Equation.2  ��� - r sV sD ) dt  +  (sV dzV  -   sD dzD )                        


A equação acima descreve o processo estocástico do quociente p (= V/D), onde o termo de drift é : ap =  aV  - aD + � EMBED Equation.2  ��� - r sV sD . Para calcular a volatilidade de p, será calculado a variância (VAR) do processo, usando uma conhecida equação (ver por exemplo, Dixit & Pindyck, 1994, pg.71):


VAR [ dp ]  =  p2 (sV dzV  -  sD dzD )2 


Þ VAR [ dp ]  =  p2 (� EMBED Equation.2  ��� dt  +  � EMBED Equation.2  ��� dt  -  2 r sV sD dt)


Þ VAR [ dp/p ]  = (� EMBED Equation.2  ��� dt  +  � EMBED Equation.2  ��� dt  -  2 r sV sD dt)


Dividindo por dt, obtém-se a equação da volatilidade de p:


Þ (Volatilidade [ p ] ) 2  =  � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ���  -  2 r sV sD 


A equação acima é igual a equação da incerteza total apresentada no início desse apêndice. Agora será mostrado que isso eqüivale à diferença de volatilidades de V e D. Isso pode ser mostrado de duas maneiras diferentes. A mais fácil no presente contexto é escrever a diferença entre as equações que descrevem os processos estocásticos de V e D:


dV/V  -  dD/D  =  (aV  - aD) dt  +  (sV dzV  -   sD dzD )


Embora o termo de drift seja diferente daquele achado para a equação estocástica de p, o termo estocástico é igual, e logo a variância de dV/V  -  dD/D é igual a variância de dp/p, e logo a volatilidade de (V - D) é igual a volatilidade de p.   C.Q.D.


Outra maneira de mostrar isso é usando uma equação conhecida da teoria da probabilidade, que calcula a variância em função do valor esperado (E(.)). Pode-se escrever:


VAR [dV/V - dD/D] =  E [ { (dV/V - dD/D) - E [dV/V - dD/D] }2 ]


 Þ VAR [dV/V - dD/D] =  E [ { (dV/V - E [dV/V]) - (dD/D - E [dD/D] )}2 ] 


VAR [Y] =  E [ (� EMBED Equation.2  ���- E � EMBED Equation.2  ���)2 + (� EMBED Equation.2  ��� - E � EMBED Equation.2  ���)2  -  2 (� EMBED Equation.2  ��� - E � EMBED Equation.2  ���) (� EMBED Equation.2  ���- E � EMBED Equation.2  ��� )]


Onde Y = � EMBED Equation.2  ��� ;  logo, o valor da variância de Y é:


=  E [ (� EMBED Equation.2  ���- E � EMBED Equation.2  ���)2 ]  +  E [(� EMBED Equation.2  ��� - E � EMBED Equation.2  ���)2 ] -  2 E [(� EMBED Equation.2  ��� - E � EMBED Equation.2  ���) (� EMBED Equation.2  ���- E � EMBED Equation.2  ��� )]


Þ VAR� EMBED Equation.2  ���  =  VAR � EMBED Equation.2  ���  +  VAR � EMBED Equation.2  ���   -   2  COV � EMBED Equation.2  ���


Dividindo a equação acima por dt, obtém-se a equação da volatilidade de V-D igual a equação da incerteza total, mostrada no início desse apêndice, que é também igual a equação da volatilidade da razão p = V/D.  CQD





2)  DEMONSTRAÇÃO DA EQUAÇÃO DE REVERSÃO À MÉDIA E SUA SOLUÇÃO


O modelo de reversão à média para a variável estocástica V (valor unitário do projeto ou da reserva desenvolvida) é:


               � EMBED Equation.2  ���                                                    eq.(1)





Comparando com o Movimento Geométrico Browniano, o termo de drift (a = m - d ) é substituído por  � EMBED Equation.2  ���, e portanto a taxa de conveniência é função de V (ver Dixit & Pindyck, pg.162): d = m - a = m - � EMBED Equation.2  ���. 


O parâmetro h é a velocidade de reversão, enquanto que � EMBED Equation.2  ��� é o nível para o qual V tende a reverter (custo marginal de longo prazo para a produção da commodity). Quanto mais o valor de V estiver afastado de � EMBED Equation.2  ���, maior será a força de reversão à média.


A equação diferencial parcial, a ser mostrada, para o modelo de reversão à média é  (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.404, eq.12):


� EMBED Equation.2  ���                                    eq.(2)








Demonstração:





Lema de Itô p/ F (V, t):    dF = Fv dV + ½ Fv v (dV)2 + Ft dt  .............. eq (3)





Da equação estocástica (eq. 1):  (dV)2 =  � EMBED Equation.2  ��� V 2  dt  ........................eq.(4)


OBS: lembrar que os termos de dt de ordem > 1 são desprezíveis (inclusive dt.dz =  o(dt3/2) )





(4) � EMBED Equation.2  ��� (3) Þ     dF = Fv dV + ½ s2 V 2 Fv v dt + Ft dt  ......................................eq.(5)





Portfolio sem risco: F = F - n V = F - Fv V  


                            Þ  Retorno por barril = r F dt  =  r ( F - Fv V) dt ...............eq.(6)





Mas o retorno por barril é também:


* Posição longa: dF


* Posição curta : Fv (dV + d V dt)


Mas: a = h (� EMBED Equation.2  ���-V ) Þ d = m - a  = m - h (� EMBED Equation.2  ���-V )





Þ Retorno do portfolio = dF - Fv (dV + d V dt) = dF - Fv [dV + [m - h (� EMBED Equation.2  ���-V )] V dt]


Igualando com a eq.(6) e substituindo dF pela eq.(5):





r ( F - Fv V) dt = Fv dV + ½ s2  V 2 Fv v dt + Ft dt - Fv dV - Fv [m - h (� EMBED Equation.2  ���-V )] V dt





Cortando os termos em Fv dV e, em seguida, cortando dt obtém-se:





½ s2  V 2 Fv v + [r - [m - h (� EMBED Equation.2  ���-V )] ] V Fv - r F = - Ft    Þ





½ s2  V 2 Fv v + [r - m + h (� EMBED Equation.2  ���-V )] V Fv - r F = - Ft





Que é a eq.(2) C.Q.D.





Agora será mostrada a solução analítica para o caso de oportunidade perpétua, isto é, quando a derivada da opção em relação ao tempo é zero. Nesse caso a eq.2 é reduzida para a seguinte EDO (equação diferencial ordinária):


½ s2  V 2 Fv v + [r - m + h (� EMBED Equation.2  ���-V )] V Fv - r F = 0   ……………………………….Eq. (7)


Essa equação é analisada em Dixit & Pindyck (1994, pg.162, eq.28), que faz um excelente trabalho matemático para resolvê-la analiticamente, definindo uma nova função e fazendo algumas substituições, resultando numa equação de Kummer (eq.33, pg.163 do livro). Essa tem solução (eq.35, pg.163) através da função confluente hipergeométrica, H(z; q, b), que tem representação por séries (eq.34, pg.163). 


Aqui não se repetirá o trabalho do livro, mas sim se fará um complemento matemático, mostrando alguns detalhes que não foram abordados no livro: (a) a condição para a representação em séries da solução da equação de Kummer convergir é atendida para esse caso de finanças; (b) a solução geral tem mais um termo (além do mostrado na eq.35 do livro), mas será mostrado que a constante de integração desse termo é zero; e (c) a expressão da derivada da função confluente hipergeométrica, necessária para calcular o valor da opção e o valor do gatilho.


A série é convergente:


O tratado de funções matemáticas editado por Abramowitz & Stegun (1964) analisa no seu capítulo 13 as funções confluentes hipergeométricas (ver pg.504). Em algumas condições a série converge (ver item 13.1.3 do livro). A condição mais abrangente é que os dois (últimos) parâmetros da função não sejam números inteiros negativos, isto é, os valores de q e b na função H (z; q, b). No caso de q , essa é a raiz positiva da equação característica da EDO  (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.162, eq.31) e logo imediatamente satisfaz a condição de convergência. Mas é necessário que também o valor de b satisfaça, que é dado por (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.163):


b  =  2 q  + 2 (r - m + h � EMBED Equation.2  ���)/s2   =   2 q  - 2 (m - r - h � EMBED Equation.2  ���)/s2


Substituindo a equação de q  (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.162, eq.31):


b = 1 + 2 (m - r - h � EMBED Equation.2  ���)/s2 + 2� EMBED Equation.2  ���- 2 (m - r - h � EMBED Equation.2  ���)/s2


 Cortando o segundo e o último termo, obtém-se:


b = 1 +  2� EMBED Equation.2  ���


Logo b é maior que + 1, atendendo também a condição de convergência.


Þ A série confluente hipergeométrica converge. C.Q.D.


(b) O segundo termo da solução geral é zero:


A solução geral da equação de Kummer tem dois termos. Um deles foi mostrado no livro de Dixit & Pindyck (eq.35), mas não o segundo termo. A solução geral seria (ver Abramowitz & Stegun, 1964, pg.504, eq.13.1.11):


F (V)  =  A Vq H(� EMBED Equation.2  ��� V; q, b)  +  B Vq U(� EMBED Equation.2  ��� V; q, b)   ………………Eq.(8)


No segundo termo aparece a função U, que é uma expressão contendo funções do tipo confluente hipergeométrica (função H) e funções gama ( G ), sendo que G é função apenas dos parâmetros q  e b, não da variável estocástica V. Embora a função gama possa ir a ( infinito, o seu inverso (1/G ) sempre apresenta valores finitos (ver Abramowitz & Stegun, 1964, pg.255, fig.6.1), que é o que interessará no presente caso.


A condição econômica é que quando o valor do projeto (V) tender a zero, o valor da opção (F) terá de também tender a zero. Para que isso se verifique plenamente, é necessário que a função U não tenda a infinito ou a um número indeterminado quando V tender a zero. Se for provado que U tende a infinito ou a uma indeterminação (para V = 0), então fica demonstrado que a constante de integração B tem de ser igual a zero, isto é, o segundo termo desaparece e a solução do livro do Dixit & Pindyck está correta. A expressão de U é:


U(z; q, b) = � EMBED Equation.2  ���……….Eq.(9)


Onde:   z =  2 h V / s2 .


Repare que a função gama está sempre no denominador, o que afasta a possibilidade da expressão ir a ( infinito. Não é necessário provar ou rejeitar a convergência da função confluente hipergeométrica do segundo termo�, H(z; 1 + q - b, 2 - b), pois em ambos os casos a demonstração a seguir chega a mesma conclusão.


A análise do comportamento do valor da opção F quando V tende a zero, dependerá do comportamento do segundo termo da expressão de U, mais especificamente do valor de 1/zb - 1, que será multiplicado por Vq (ver eq.8). Assim é necessário examinar o sinal do expoente de V no segundo termo, isto é, de Vq/Vb - 1. Caso se prove que esse expoente é negativo, o segundo termo iria a ( infinito quando V tendesse a zero, e ficaria provado que B = 0. Assim, o expoente de V no segundo termo é:


expoente de V = q - b + 1 = q  - 2q -  2 (m - r - h � EMBED Equation.2  ���)/s2 + 1


Pois:  b = 2q  + 2 (r - m + h � EMBED Equation.2  ���)/s2 


q - b + 1 = - q -  2 (m - r - h � EMBED Equation.2  ���)/s2 + 1 , substituindo o valor de q  (ver eq.31 de Dixit & Pindyck, 1994, pg.162), obtém-se para o valor do expoente de V: 


= - ½ + 1 - (m - r - h � EMBED Equation.2  ���)/s2 -� EMBED Equation.2  ���- 2 (r - m + h � EMBED Equation.2  ���)/s2


exp.de V = ½ -  (r - m + h � EMBED Equation.2  ���)/s2 - � EMBED Equation.2  ���


Þ exp.de V =   -  [(r - m + h � EMBED Equation.2  ���)/s2 - ½ ]  - � EMBED Equation.2  ���


Þ exp.de V =   -  W  - � EMBED Equation.2  ���   ……………………………………    Eq.(10)


onde  W = (r - m + h � EMBED Equation.2  ���)/s2 - ½


A expressão dentro do sinal de raiz é sempre positiva e maior que W. Caso o valor de W seja positivo, então claramente a eq.(10) é um número negativo. Caso W seja um número negativo, então embora o primeiro termo da eq.(10) seja positivo, o segundo termo permanece negativo e a eq.(10) como um todo fica negativa (pois o valor absoluto do termo sob a raiz é maior que o valor absoluto do segundo termo). Logo, a equação (10) é sempre negativa ou seja, o expoente de V é negativo. 


Logo, se V  tende a zero, o segundo termo da expressão de U tenderá a infinito (o sinal dependerá dos valores das funções 1/G  e de H, já que ambas podem ser negativas), e logo o valor de U também tenderá a infinito. Observando a equação (8), o seu primeiro termo tenderia a zero, mas o segundo termo não tenderia a zero. Como economicamente é necessário que para V ( 0,  F ( 0, conclui-se que a constante de integração B da eq.(8) tem de ser igual a zero para que isso ocorra, e logo a solução apresentada no livro do Dixit & Pindyck, está correta (completa). C.Q.D.


(c) Expressão para a derivada da função confluente hipergeométrica


A derivada da função confluente hipergeométrica é importante para achar tanto o valor da opção (que depende do valor da constante de integração A da eq.8) como o valor do gatilho. Isso ocorre devido a condição de contorno de suavidade (“smooth pasting”), que é a derivada do valor da opção F em relação a V  no ótimo (V*), ser uma das condições para determinar os valores da constante A e de V*. ). No livro do Dixit & Pindyck, a derivada não é mostrada. A expressão para a derivada pode ser mostrada facilmente derivando termo a termo a série confluente hipergeométrica  (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.163, eq.34), e é mostrada a seguir (ver Abramowitz & Stegun, 1964, pg.507, eq.13.4.8):


� EMBED Equation.2  ���  


Caso tenha uma constante multiplicando a variável (ver Metcalf & Hassett, 1995, pg.1478), então:


� EMBED Equation.2  ���


� Agradeço ao Prof. Avinash Dixit pela orientação dada a mim nesse ponto (via e-mail da Internet, em Maio/96), com observações importantes na parte matemática.


� A abordagem é parecida com um exemplo em Dixit & Pindyck (1994, pg.82), que analisou uma função que era o produto (e não o quociente V/D como aqui) de duas variáveis estocásticas correlacionadas. Apenas a álgebra aqui é um pouco mais trabalhosa.


� A função confluente hipergeométrica do segundo termo da eq.(9), e também a sua derivada, na verdade converge para alguns valores de q  e b, mas diverge (vai a ( infinito) para outros valores. Isso já é um indício que o segundo termo tem de ser descartado. A demonstração é mais geral, provando que B = 0 mesmo quando a série converge.








