Técnicas de Otimização Dinâmica Sob Incerteza


Estado da Arte da Teoria de Otimização sob Incerteza e a Condição de Suavidade


O problema geral de investimento sob incerteza pode ser visto como um problema de maximização de riqueza sujeito a um (ou mais) processo estocástico. Para isso é necessário um método de otimização sob incerteza. 


Os dois métodos mais usados em otimização dinâmica sob incerteza�, que serão detalhados no próximo sub-item, são os métodos dos ativos contingentes (“contingent claims”) e o da programação dinâmica. Em ambos os casos usualmente são obtidas equações diferenciais, com a condição de ótimo colocada nas condições de contorno (cc.) dessas equações. Também nas cc. se colocam as condições de decisão gerencial racional e os limites (econômicos) do modelo. 


As condições de contorno muitas vezes podem ser vistas como barreiras. Barreiras são restrições ao processo estocástico, limitando por cima e/ou por baixo o movimento de uma variável estocástica. Existem dois tipos de barreiras: (a) absorventes, em que o processo termina ao atingi-la (exs.: valor do projeto V = 0 Þ opção F = 0, implica não haver esperança de que V volte a ser positivo; outro exemplo é o nível de “gatilho”, ou ponto ótimo de investimento); (b) refletoras, em que a variável tem uma reversão na direção de seu movimento ao bater nessa barreira, devido a mecanismos de equilíbrio do mercado (ex.: numa indústria perfeitamente competitiva, o preço “gatilho” de entrada é uma barreira superior, que faz com que os preços caiam ao atingi-lo, por excesso de oferta no mercado). Ver Dixit (1993, pgs.22-23) e Dixit e Pindyck (1994, pg.83 e capítulo 8).





No caso da programação dinâmica, o método mais usado é através da equação de Bellman, que resulta numa equação diferencial. Um outro caminho mais recente é apontado por Chow (1993, e 1996): usa o vetor de multiplicadores de Lagrange associado às condições de primeira ordem, dispensando a necessidade de resolver a equação diferencial de Bellman, trabalhando apenas com equações algébricas e com derivadas. Basicamente o método considera que dado o vetor de variáveis de estado x(t), é necessário somente achar o vetor u(t) de variáveis de controle, que maximiza a função objetivo (riqueza) multi-periódica. Aqui não é necessário saber a expressão dos valores máximos dessa função para todos os estados x(t), mas com o conhecimento do vetor u(t) pode-se determinar ponto a ponto, o valor da função objetivo para cada valor de x. No artigo de 1996, Chow estende a análise e apresenta aplicações no problema clássico de ótimo consumo-investimento e também para o caso de investimento irreversível em um projeto de produção. Ele também apresenta um método numérico para aproximar a função de Lagrange num contexto geral (matricial). Esse parece um método promissor, especialmente nos casos multidimensionais. No entanto, é necessário que esse método se consolide na literatura através de mais aplicações, para comprovar sua facilidade.


A condição suficiente de ótimo (maximização de riqueza) na maioria dos problemas de investimentos se dá com a condição de suavidade ou de contato suave (“smooth pasting”): a primeira derivada da função valor da opção deve ter o mesmo valor antes e depois que a opção for exercida, ou seja, o contato da função valor da opção com a função VPL, é suave (tangente) no ótimo. Alternativamente, no ótimo a utilidade marginal é igual antes e depois da ação de investimento (ver Dumas, 1991, abstract). A condição de mesmo valor de contato (“value matching”) é uma condição necessária, de fronteira, mas não suficiente e por isso não é considerado uma condição de ótimo: diz apenas que o ganho em exercer a opção é igual ao custo de fazê-lo�. Os problemas desse tipo, que envolvem custos discretos (“lump-sum”), tais como o investimento na compra de uma plataforma de petróleo são chamados, na literatura de controle de processos estocástico, de problemas de parada ótima (“optimal stopping”)� e de controle ótimo de impulso (“optimal impulse control”)�, em que a condição de suavidade é suficiente para o ótimo.  


A condição de suavidade (“smooth pasting”), também denominada de “condição de contato alto” (terminologia mais antiga) é suficiente para o ótimo no modelo desenvolvido nessa tese, ou seja, o problema de investimento no desenvolvimento de uma jazida de petróleo que é análogo ao problema de ótimo exercício de uma opção americana de compra, com pagamento contínuo de dividendos (proporcionais ao valor do ativo). Essa condição foi demonstrada pela primeira vez por Samuelson (1965). Uma demonstração simplificada pode ser obtida em Merton (1973b, pg.171, nota de rodapé 60). Para uma prova matematicamente mais rigorosa, ver o apêndice de McKean no artigo original de Samuelson, ou o Apêndice C (pgs.130-132) do livro do Dixit & Pindyck. Uma excelente abordagem intuitiva do ótimo ser num ponto de tangência (e não secante) é apresentado em Dixit (1992, pgs.110-114). Para uma análise mais detalhada e geral dessa condição para problemas de “parada ótima”, especialmente para o caso multidimensional �, ver o artigo de Brekke & (ksendal (1991).


Na teoria de ótimo controle do movimento Browniano, no entanto, nem sempre essa condição é suficiente para alcançar o ótimo.  Dumas (1991) e Dixit (1991a) mostram que para problemas com custos lineares (infinitesimais, não-discretos) proporcionais à extensão da mudança na região de exercício ótimo (por exemplo: custos de transação proporcionais), chamado de problemas de controle ótimo instantâneo (“optimal instantaneous control”)�, pode ser requerida uma nova condição para que o ótimo seja estabelecido: a condição de super-contato  ou condição de suavidade de segunda ordem. Assim, além da primeira derivada da função objetivo ser igual em ambas as regiões (de espera e de exercício), é requerido que a segunda derivada também seja igual nas duas regiões, de forma ao controle ótimo ser estabelecido.  Mesmo nesse caso existem pontos em comum nos dois tipos de problema, pois a função valor da opção é a mesma usando qualquer dos dois controles (ver Dixit, 1991a, pg.665). Além disso, alternativamente à condição de suavidade de segunda ordem, pode-se derivar o ótimo através de um outro argumento paralelo, mas independente�. 


Programação Dinâmica e Ativos Contingentes: Equivalência e Diferenças


A teoria da programação dinâmica� foi desenvolvida por R. Bellman e outros na década de 50. No entanto, antes disso o físico (prêmio Nobel) R. P. Feynman (1949), com suas técnicas de soma de probabilidades sobre todos os possíveis caminhos de uma partícula, já tinha obtido resultados análogos à programação dinâmica�. Essa ferramenta tem se tornado tradicional em trabalhos avançados de pesquisa operacional e de economia.


Para entender a programação dinâmica suponha um problema discreto simples de dois períodos, em que se pode investir D num projeto, resultando em um VPL = V - D, ou esperar um período e então escolher entre investir ou não. O valor desta oportunidade de investimento (F), numa ótica de maximização da riqueza do investidor, seria equacionado da seguinte forma:


F0  =  max { V0 - D ,  � EMBED Equation.2  ���E0 [F1] }                                            Eq.3.8


Onde os subscritos zero e um representam os dois instantes de tempo, enquanto que r  é a taxa de desconto (especificada de forma exógena ao modelo). A eq.3.8 diz que o valor da opção de investimento é o máximo entre o imediato exercício e o valor esperado dessa oportunidade, caso se espere um período (chamado de valor de continuação). A idéia essencial da programação dinâmica é dividir a seqüência de decisões em duas partes, a imediata escolha e as subsequentes decisões (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.97). Para achar a ótima seqüência de decisões tem de se trabalhar de trás para a frente (“backwards”), no caso da eq.3.8 se determina F1 primeiro� e o segundo termo entre colchetes seria comparado com o imediato investimento, sendo então escolhido o máximo entre os dois. Para vários períodos o raciocínio seria análogo e para o caso de horizonte infinito, teria de ser usado um processo iterativo  (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.101). Já a programação dinâmica para tempo contínuo, pode ser escrita em termos de retorno da opção de investimento, dado uma ação de controle ótimo u (por exemplo investir ou esperar) que maximiza o retorno, pela equação de Bellman:


r  F (V, t)  =  � EMBED Equation.2  ���                                         Eq.3.9


Onde p é a taxa de fluxo de lucros líquidos, que pode ser visto como uma taxa de dividendos. Assim a equação do retorno tem dois componentes familiares dentro do colchetes, o dividendo e o ganho de capital  (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.105), que também pode ser vista como o lucro imediato mais o valor de continuação. A idéia é adotar uma política ótima u que maximiza a soma dessas duas parcelas do retorno 


Essa equação pode ser trabalhada, expandindo dF com o Lema de Itô, usando a equação estocástica para descrever a dinâmica de V (o problema de maximização é sujeito a um processo estocástico estipulado). A otimização é feita aplicando então o controle de parada ótima do processo estocástico para determinar o exercício ótimo da opção de investimento, feito em última instância através da condição de suavidade. 


O principal problema para usar a programação dinâmica aparece nas eqs. 3.7 e 3.8, isto é, a taxa de desconto r  (que não desaparece como ocorre em geral com m), especificada de forma exógena ao problema, cuja determinação na prática é difícil, e se torna subjetiva quando não se tem um mercado suficientemente completo para uma precificação do risco do projeto. Por isso hoje a programação dinâmica é menos usada em finanças, sendo mais usada em estudos econômicos, como no elogiado livro de Stokey & Lucas com Prescott (1989), com aplicações na teoria do crescimento econômico, em modelos de equilíbrio macroeconômico, na economia do trabalho, na teoria da produção e acumulação de estoques, etc. Também no livro de Sheldon Ross (1983), são desenvolvidos várias aplicações de interesse em programação dinâmica, numa ótica de interesse para uma firma, como em problemas de cronograma ótimo de uma carteira de projetos sujeito a restrições de recursos.


A técnica de ativos contingentes é mais recente, tendo revolucionado a teoria de finanças, através dos trabalhos pioneiros de Black & Scholes e de Merton, ambos em 1973. Embora um pouco mais restrito em suas aplicações do que a programação dinâmica, evita a necessidade de se estabelecer a taxa de desconto ajustada ao risco, e esse é um dos principais motivos de sua rápida popularidade na área de finanças. Como assinala Dixit & Pindyck (1994, pgs.120-121), no caso dos ativos contingentes a taxa de retorno requerida para o ativo é derivada como uma implicação do equilíbrio geral do mercado de capitais, e portanto “oferece o melhor tratamento para a taxa de desconto”. Já a programação dinâmica não precisa do mercado completo, podendo simplesmente refletir a avaliação subjetiva do tomador de decisão, em relação ao risco. No entanto, como não se tem um conhecimento objetivo (ou observação) dessas preferências privadas, seria difícil testar a teoria.  


O ponto chave do método dos ativos contingentes é o estabelecimento de um portfolio sem risco, em que todos (avessos ao risco, neutros ao risco e até amantes do risco) exigirão o mesmo retorno: a taxa livre de risco. Esse portfolio é composto� de uma posição longa (compra) da opção de investimento (F) e em uma posição curta (venda) de n unidades do ativo de risco negociado no mercado e correlacionado com o projeto (por exemplo o preço de uma reserva desenvolvida, V), sendo n escolhido de forma a tornar esse portfolio sem risco. Prova-se que n é igual à derivada do valor da opção em relação ao preço de mercado desse ativo de risco, para isso basta na equação do retorno sem risco do portfolio, escolher n de forma a anular o termo de retorno estocástico (com dz). Esse portfolio é dinâmico, no sentido de que o valor de n é continuamente ajustado para mantê-lo livre de risco, mesmo com as oscilações no valor de V.  Com isso se consegue relacionar as variáveis F, V e parâmetros de mercado, calculando o valor de F supondo apenas a condição de não-arbitragem (não se pode obter retorno superior a taxa livre de risco, se o portfolio é sem risco). A aplicação dessa técnica é ilustrada no capítulo 4, quando da derivação do modelo usado nessa tese.


Com isso se conseguiu um método livre de preferências (“preference-free valuation”, ver item 2.1), que simplifica bastante a solução. Para que se possa montar esse portfolio sem risco é necessário que se tenha um mercado suficientemente completo, de forma que o valor do projeto (ou do produto do projeto, e/ou de outra variável estocástica) seja perfeitamente correlacionado� com um ativo (ou uma combinação de ativos) negociado no mercado. Isso faz com que exista uma referência de mercado para o valor do projeto, e não uma estimativa subjetiva do valor econômico do projeto. Esse método é válido mesmo se o risco do projeto não for diretamente medido (preços) no mercado, desde que se possa construir um portfolio dinâmico com ativos de mercado que reproduza (“span”)� a incerteza do projeto.


Em finanças, ao contrário de várias aplicações de teoria econômica, existe uma abundância de preços de mercado para todo o tipo de ativo financeiro, de forma que o método de ativos contingentes captura o risco através de parâmetros medidos no mercado. Com isso usa-se valores objetivos, de mercado e evita-se o estabelecimento de parâmetros subjetivos, como a taxa r. Felizmente isso ocorre também em projetos de E&P de petróleo, provavelmente mais do que em qualquer outra indústria.


A quase totalidade dos artigos sobre investimentos em E&P de petróleo que usam a moderna teoria de investimentos, adotaram o método dos ativos contingentes. Isso ocorre devido a sua simplicidade e também por causa da existência de um amplo mercado de petróleo e derivados. Existem mercados spot (à vista), de futuros, à termo, de bonds indexados ao preço do petróleo, etc. Além disso, existe um importante mercado do ponto de vista de projetos em E&P: o mercado de reservas desenvolvidas, que movimenta bilhões de dólares anualmente nos EUA e em outros países (ver item 4.4 da tese) e que, no mínimo, fornece indícios importantes sobre a correção de premissas como as de custo operacional perfeitamente correlacionado com o preço do petróleo, e o valor da reserva desenvolvida ser proporcional ao preço do petróleo, como será detalhado depois.


A programação dinâmica é usada quando não se tem esse mercado suficientemente completo. Um exemplo é o preço da recém lançada televisão com tela que usa tecnologia de plasma�, que deve viabilizar tecnicamente as  TVs de tela super larga: para o investimento em produção em larga escala, não se tem referência de preço do mercado e o valor a ser estipulado para o cálculo de receita (e até para o custo) terá uma boa dose de subjetividade. Assim, nesse caso não se conseguiria uma referência de mercado e portanto não será possível montar um portfolio livre de risco e logo não se poderia usar o método dos ativos contingentes. No entanto é fundamental ressaltar que quando não há condições de montar esse portfolio (sem “spanning”) não há teoria que possa determinar o correto valor da taxa de desconto a ser usada na programação dinâmica, o CAPM por exemplo, não vale�.


O método dos ativos contingentes, assim como a programação dinâmica, usa o Lema de Itô para desenvolver a equação diferencial, e também pode ser visto como um problema de maximização de riqueza do investidor (ou do valor esperado do valor presente dos fluxos de caixa de um projeto) sujeito a um processo estocástico (ou sujeito a expectativas racionais), ver por exemplo Metcalf & Hasset (1995, pg.1476). A condição de otimização é também colocada nas condições de contorno, geralmente com a condição de suavidade sendo suficiente para o ótimo.


A programação dinâmica se torna equivalente ao método dos ativos contingentes quando se usa a avaliação equivalente neutra ao risco (“equivalent risk-neutral valuation”). Como assinala Hull (1993, pgs.221-222), desde a equação de Black & Scholes, a precificação da opção não envolve qualquer parâmetro que dependa de preferências do investidor ou de sua atitude em relação ao risco, e se esses parâmetros não entram na equação também não entram na solução. A solução é valida em todos os contextos de atitude em relação ao risco (de neutralidade, de aversão, etc.), inclusive no mais simples contexto em que os investidores são neutros ao risco. Quando se move de um mundo neutro ao risco para outro mundo avesso ao risco, duas coisas ocorrem, a taxa de crescimento esperado do ativo (a) varia e a taxa de desconto também, de forma que os dois efeitos se anulam (Hull, 1993, pg.222).


 Dixit & Pindyck (1994) mostra que a programação dinâmica é equivalente aos ativos contingentes se for usada a neutralidade ao risco na primeira, isto é, se assumir r  igual a taxa livre de risco (ver pgs.120 e 152). Como assinala Merton (1990, pg.335) essa equivalência é um conveniente truque para computar o preço de opções. Essa equivalência foi demonstrada pela primeira vez por Cox & Ross (1976b), e para um tratamento mais rigoroso e formal ver Huang & Litzemberger (1990, cap.8), inclusive o conceito de medida equivalente de martingale.


Alternativamente, pode-se pensar em taxas de desconto iguais a taxa livre de risco para atualizar os fluxos de caixa (ou ramos de uma binomial), mas fingindo que dV/V segue um processo com uma taxa de crescimento esperado diferente: a = r - d   (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.124, ou Kulatilaka�, 1995a, e 1995b), ou seja usando uma medida de probabilidade adequada para o cálculo de valor esperado desses fluxos e se comportando como num mundo neutro ao risco. Isso é análogo a usar o método de certeza-equivalente� em opções (Trigeorgis, 1995b, pg.11). Como assinala Cox & Huang (1989, pg.278) a probabilidade neutra ao risco de Cox & Ross (1976) é simplesmente a medida de martingale. Um exemplo simples de probalidade neutra ao risco (martingale) para usar a taxa de desconto livre de risco, foi mostrado no item 2.4 da tese.


Alternativamente, pode-se ver a questão da seguinte maneira: se existe mercado suficientemente completo e o método dos ativos contingentes é considerado correto, então o correto valor de r  nesse caso é a taxa livre de risco, pois senão os valores calculados pela programação dinâmica seriam diferentes do método dos ativos contingentes que é considerado correto nesse contexto.


Sem um mercado suficientemente completo, pode-se, em vez de usar uma taxa r  subjetiva qualquer, usar a extensão do argumento de neutralidade ao risco, como em Cox & Ingersoll & Ross (1985a, Lema 4, pg.380)�, e efetuar o desconto com a taxa livre de risco, desde que as expectativas estejam ajustadas ao risco, ou seja a taxa de crescimento esperado a deve ser ajustada, como antes. Assim, como destaca Trigeorgis (1995, pg.20) qualquer ativo, precificado ou não no mercado, pode ser avaliado como se o mundo fosse neutro ao risco, em que se substitui a sua taxa de crescimento a  por uma taxa de certeza equivalente, em geral  r  - d . 


Segundo Ritchken (1987, pg.107), o argumento de avaliação neutra ao risco sempre pode ser usado, se primeiro puder ser mostrado que o preço do ativo a ser avaliado não depende de preferências. Quando o mercado é incompleto, deve-se assumir premissas, ou nas preferências ou nos preços  (Ritchken, 1987, pg.106). 


Em resumo o método dos ativos contingentes deve ser usado quando existe mercado completo. Quando o mercado é incompleto, pode-se usar a programação dinâmica, estabelecendo uma taxa arbitrária de desconto, ou usar a extensão da neutralidade ao risco, ajustando as probabilidades para fazer o desconto pela taxa livre de risco.


� Também chamada de “teoria de controle ótimo de processos estocásticos” pelos matemáticos.


� Ver Dixit (1991a, pg.666)


� Problemas de parada ótima envolve uma decisão binária entre fazer ou não uma ação que pára um processo (ex.: investir em uma jazida ou esperar). Isso define duas regiões, chamadas de região de continuação (espera) e região de parada (após o investimento). A linha que separa as duas regiões é chamada de fronteira livre (ou contorno livre, ou “free boundary”), define os pontos ótimos (ou a linha de preços “gatilho”) de investimento, e é uma barreira absorvente do processo. Ver por exemplo Dixit & Pindyck (1994, pgs.103, 108-109, e 128), e Dixit (1993, pgs.32-37).


� Problemas de controle ótimo de impulso envolvem descontinuidades (ex.: modelo de Brennan & Schwartz, 1985). Em geral o custo de controle tem um componente discreto “lump-sum” (que faz o controle não ser contínuo) e outro linear mas discreto. Tipicamente a segunda derivada da função valor da opção sofre uma descontinuidade (salto) no ótimo. Ver Dixit (1993, pg.33), Dixit & Pindyck (1994, pg.393), Dumas (1991, pg.676), Dixit (1991a, pg.659) e para uma análise detalhada ver Harrison & Sellke & Taylor (1983).


� Como assinala Brekke & (ksendal (1991, pg.192), em 1966 foi demonstrado por Grigolionis & Shiryayev, que também para o caso multidimensional, a condição de suavidade é necessária e suficiente para o ótimo. No entanto eles usaram algumas premissas fortes. Esse artigo de 1991 é uma evolução.


� Também chamado de controle de barreira (“barrier control”), em que o controle ótimo também não é contínuo (não corrige pequenos desvios e sim espera alcançar algum nível crítico), usado em problemas com barreiras refletoras. Ver Dixit & Pindyck (1994, pg.393, e nota de rodapé da pg.390), Dixit (1993, pg.34) e para uma abordagem detalhada, ver Harrison & Taksar (1983).


� Ver Dixit, 1991a, pg.670-671, chegando às mesmas eq.33 e 34 de super-contato, mas com o outro método. Outro exemplo é a abordagem de Bertola, analisado por Dumas (1991, pg.682-683).


� Para uma introdução à teoria do ótimo controle de processos estocásticos em tempo contínuo, usando programação dinâmica matricial, ver Chow (1979), inclusive para definição de integral estocástica (pg.146), embora esteja um pouco datado na parte de aplicações.


� Com seu trabalho em eletromagnetismo quântico em 1949, Feynman achou resultados extraordinários antes da programação dinâmica e do Lema de Itô serem estabelecidos. Dixit & Pindyck (1994, ver pgs. 122 e 123, inclusive a nota de rodapé 6), mostra que o fato de que a eq.25 é solução da equação diferencial 27, sujeita à equação 28, é um caso especial da conhecida fórmula de Feynman-Kac.


� Que seria o máximo entre zero e a diferença entre o valor esperado de (V1 - D).


� Alternativamente pode ser construído um portfolio sem risco com uma outra composição: um R$ em ativo sem risco e n unidades do ativo de risco negociado no mercado e correlacionado com o projeto. Dá o mesmo resultado (ver Dixit & Pindyck, 1994, pgs.116-117).  


� Isso só significa que os incrementos de Wiener dz são iguais para os dois processos (do valor do projeto e de, por exemplo, o preço do petróleo). Não são necessários que os coeficientes (� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���) desses processos sejam iguais (ver demonstração em Dixit & Pindyck, 1994, pgs.117-119 e 121).


� Uma análise rigorosa, com as premissas para a validade do portfolio replicante, é encontrado no artigo de Duffie & Huang (1985), relacionado com a versão dinâmica de equilíbrio de Arrow-Debreu.


� Com um display de 42” e fino como um quadro, foi lançada a primeira versão comercial, pela Fujitsu, na feira Comdex Fall, em Las Vegas, 1995. Ver Exame Informática, Dezembro de 1995, pg.68.


� Ver por exemplo Dixit & Pindyck (1994, pg.152), Pindyck (1988, pg.973), e Majd & Pindyck (1987, pg.15).


� Kulatilaka (1995a, pg.97 e 1995b, pg.123) mostra que pode usar tanto (r - d )  como (a - x ) onde x é um prêmio de risco (x = m - r)  baseado em um modelo de equilíbrio de apreçamento de ativos. 


� Ver Brealey & Myers (1991, pg.203, fig.9.6): pode-se calcular o valor presente usando uma única taxa descontando o tempo e o risco, ou em duas etapas, ajustando o valor do fluxo de caixa para considerar o risco (certeza equivalente) e descontando então só pelo valor do dinheiro no tempo (r)


� Ver também Kulatilaka (1995b, pg.122) sobre a extensão da neutralidade ao risco.








