Modelando  a  Incerteza  como um  Processo  Estocástico  


Processos Estocásticos e a Escolha da Variável Estocástica


Quando se usa o FCD em um projeto de E&P, o preço do petróleo usado para calcular a receita é o preço atual do mercado, ou uma seqüência ou um valor esperado do preço para a época em que o projeto entrará em operação. Complementa-se o estudo com uma análise de sensibilidade para preços maiores e menores. Na teoria das opções, se considera a natureza estocástica da evolução desses preços (ou de qualquer outra variável sujeita a incerteza econômica) através de diferentes “modelos estocásticos” e também se considera as ações gerenciais que são tomadas nos projetos devido a variação desses preços. Do ponto de vista teórico, esse é outro ponto a favor da teoria das opções em relação ao FCD�.


Um processo estocástico envolve tempo e aleatoriedade. Nesse processo a variável estocástica não tem derivada em relação ao tempo� no sentido convencional, de forma que o cálculo ordinário é insuficiente, o que demanda o uso do cálculo estocástico e do Lema de Itô. Este último é uma ferramenta matemática que permite diferenciar e integrar tais processos, podendo ser visto como análogo a uma expansão de Taylor do cálculo ordinário (ver Dixit & Pindyck, 1994, pgs.79-81), embora com diferenças importantes (ver Dixit, 1993, pgs.4-5). 


Já um processo de Itô� é um caso especial de uma classe mais geral de processos estocásticos chamado de “processo de difusão forte” (“strong diffusion process”) que é uma classe particular de um processo em tempo contínuo de Markov � (ver Merton, 1990, pgs. 121-122 e nota 3). O processo de Itô pode ser representado pela seguinte equação para uma variável estocástica qualquer como, por exemplo, o valor de um projeto (V ):


dV  =  a(V, t) dt  +  b(V, t) dz                                                          Eq. 3.1


Essa equação diz que a variação infinitesimal ocorrida em V durante um intervalo de tempo infinitesimal dt, é devido a um termo de valor esperado (1o termo), também chamado de tendência� ou termo de expectância, e de um termo (o segundo) aleatório, também chamado de termo de variância, proporcional ao incremento aleatório de Wiener dz. O valor esperado de dV é igual a  a(x, t) dt, e a sua variância é b2(x, t) dt (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.71). O incremento de Wiener dz é não-tendencioso (média zero) e tem variância dt, além do que não tem derivada em relação ao tempo no sentido convencional (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.65). Esse incremento é expresso como o produto da normal padronizada e t (isto é, distribuição normal com média zero e variância unitária) pela raiz quadrada de dt, ou seja:  dz = e t � EMBED Equation.2  ���.


A equação diferencial 3.1 pode ser integrada e virar uma equação integral. A versão integral para V(t), que é a solução da equação diferencial com probabilidade 1 (ver Merton, 1990, pg.122, nota 3), dado o valor corrente V(0), é expressa pela seguinte integral estocástica:


� EMBED Equation.2  ���                               Eq.3.2


A versão integral é pouco usada em aplicações de análise econômica de projetos (uma das exceções recentes é encontrada no artigo de Bjerksund & Ekern, 1995, a partir da eq.12.3), ao contrário da versão diferencial, que com ajuda do Lema de Itô, chega às equações diferenciais que descrevem o processo e permite que se acople as condições de contorno (cc) específicas do problema (projeto) a ser analisado. Algumas dessas cc dão as fronteiras econômicas, enquanto outras dão as condições de otimização do processo (ver item 3.3). 


Também foram feitas abordagens de cálculo estocástico alternativas ao enfoque de Itô, com raras aplicações em finanças. Uma delas é devido a Stratonovich (ver Merton, 1990, pg.78, nota 18), que usa regras  do cálculo ordinário, mas sua abordagem não tem a propriedade de martingale, não seguindo a hipótese de mercado eficiente (ver Blenman et al., 1995, pg.554). Outra abordagem alternativa (mas que preserva a propriedade de martingale), com origens na física e recente aplicação em finanças, é devido a McShane (1974), em que no lado esquerdo da equação estocástica 3.1 existe um terceiro termo estocástico, que é igual a:   ½  bV (V, t)  b (V, t) (dz)2 , onde bV é a derivada parcial do parâmetro em relação a V. Com isso a integral estocástica também tem um termo adicional, e o Lema de Itô tem uma nova versão estendida (ver Blenman et al, 1995, pg.556). Na abordagem de Itô, termos em (dz)2 sendo de ordem dt3/2 são desprezados para dt infinitesimal, enquanto que McShane considera termos de segunda ordem do processo estocástico (para aplicações em finanças, ver Blenman et al, 1995).


Em relação a variável estocástica a ser escolhida num projeto de E&P de petróleo, geralmente se escolhe uma variável ligada à receita, como o preço do petróleo (P) ou o valor da reserva desenvolvida (V, que pode ser visto como um valor unitário do projeto de E&P). No primeiro caso, existe a vantagem da maior liquidez no mercado, enquanto que no segundo caso, embora exista um mercado de reservas de razoável e crescente liquidez (especialmente nos EUA, mas também no Canadá, Inglaterra, etc.), a formação de preços é um pouco menos confiável. No entanto existem várias vantagens de usar o preço ou o valor das reservas, especialmente devido a interpretação da taxa de conveniência, que é um parâmetro fundamental da tomada de decisão, além da simplicidade do modelo, que torna razoável trabalhar com apenas uma variável estocástica. Quando se usa o preço do petróleo como variável estocástica, para que o modelo se torne razoavelmente realista é conveniente (ver premissas, cap.4) que se considere também o custo operacional como estocástico, o que torna o modelo mais complexo, com duas variáveis estocásticas. 


Pode-se também considerar o custo de investimento estocástico, mas deve-se pesar que o impacto da incerteza desses custos na economicidade de um projeto de E&P é menor que o caso da receita. Será visto (item 3.4.1) que para o caso de projetos de E&P, a adoção de um modelo mais complexo em que o investimento também é estocástico, ou não refina significativamente a solução ou se o faz, irá até reduzir a incerteza total, tornando conservadora� a simplificação de desprezar a natureza estocástica do investimento. Será visto que a incorporação do investimento como segunda variável estocástica, no caso do modelo adotado na tese, é bem simples devido a razões de homogeneidade da equação diferencial, por permitir a analogia com as opções cambiais, e por poder ser usado até a mesma aproximação analítica usada na tese, o que faz muito fácil a adaptação do software da tese para considerar também o custo de investimento estocástico.


Outra variável que se poderia pensar como flutuando estocasticamente é relacionada aos volumes “in-place” de óleo e gás, ou então a fração desse volume que é economicamente recuperável, isto é, a reserva. Em modelos agregados (a nível de toda a indústria, ou a nível de um conjunto de países), pode-se considerar a reserva como estocástica, já que existem forças com certo grau de aleatoriedade que fazem o nível de reservas mundiais diminuir com o tempo (a produção das reservas existentes) enquanto que outras forças aleatórias fazem o nível de reservas mundiais subir com o tempo (as novas descobertas). As duas forças são correlacionadas com os movimentos macroeconômicos, isto é, forças de demanda e de oferta. A nível da firma, no entanto, é preferível tratar a reserva como incerteza técnica (ver item 2.3.2) e considerar a redução dessa incerteza ao longo da realização dos investimentos. 


A incerteza técnica remanescente na época da decisão do desenvolvimento de uma jazida (no EVTE), é pequena (desde que o programa de delimitação da jazida foi suficiente) e continua se reduzindo com o investimento acumulado e depois com a produção acumulada. É um risco considerado diversificável pelos investidores (acionistas). Caso se considere ainda alta a incerteza técnica após o programa de delimitação da jazida, o gerente pode: (a) programar novos investimentos seqüenciais em informações antes de investir em desenvolvimento; (b) considerar as opções operacionais do projeto, de expandir caso a jazida seja maior do que o esperado, e caso seja menor, as opções de contrair (durante a construção), parar a operação, e abandonar o projeto, pelo uso alternativo de seus ativos; (c) considerar diversificável o risco; (d) considerar que o risco não é todo diversificável, desprezar as opções operacionais, e considerar as preferências subjetivas do gerente, considerando por exemplo a aversão ao risco e também uma escala de prêmio de risco em função da volatilidade do volume de reservas. Teoricamente, se a incerteza técnica é significativa, a rigor deve-se optar por fazer as análises dos itens (a) e (b), e comparar as alternativas de investir em informação, investir em desenvolvimento, ou esperar.


É claro que, quanto maior a quantidade de variáveis estocásticas que estiver sendo simultaneamente consideradas, maior a complexidade matemática e maior a dificuldade de interpretar os resultados. É importante no entanto, que se tenha uma intuição do que se espera que ocorra num projeto de E&P, caso também fosse considerado uma segunda variável estocástica (ou mais), a fim de se poder selecionar quais projetos demandam uma análise mais detalhada, que pode levar até a se usar modelos mais complexos�. Essa intuição é útil até para averiguar a consistência de modelos mais complexos. O desenvolvimento dessa intuição é um dos objetivos dessa tese, mas não o desenvolvimento de modelos complexos.


Os três principais processos estocásticos de interesse em aplicações econômicas e de finanças são: o movimento geométrico Browniano (MGB); o movimento de reversão à média (MRM); e o movimento de pulos (“jump”) ou processo de Poisson, geralmente acoplado ao MGB. Nos dois primeiros casos os processos são contínuos e casos particulares de um processo de Itô. Esses processos serão analisados a seguir.


Modelo  Geométrico Browniano 


Os primeiros estudos importantes do movimento (aritmético) Browniano datam do início do século, com estudos de Einstein (1905) sobre o movimento aleatório das partículas e de Bachelier (1900) sobre o preço de ativos financeiros, sendo que na década de 20 o matemático Wiener deu relevantes contribuições. O movimento Browniano pode ser visto como a versão em tempo contínuo (ou o limite) de um movimento discreto de “passeio ao acaso” (“randon walk”), conforme demonstrado, dentre outros, por Dixit (1993, pgs.2-4). O movimento Browniano (também chamado de processo de Wiener) tem três propriedades (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.63): (a) é um processo de Markov; (b) os incrementos aleatórios são independentes; e (c) as mudanças no processo são normalmente distribuídas e com variância que cresce linearmente com o horizonte temporal.


O movimento geométrico Browniano (MGB) é o mais usado na literatura e matematicamente o mais simples.  Mesmo antes da moderna teoria das opções já se modelava a evolução dos preços de ativos (como ações) pelo MGB. Nesse modelo, os preços tem uma distribuição de probabilidades log-normal. Isso evita que se atribuam probabilidades positivas para preços negativos, como ocorre com a distribuição normal. A equação� de difusão do valor unitário do projeto (ou de preços da reserva desenvolvida, ver cap.4)  nesse modelo é:


  � EMBED Equation.2  ���                                                                     Eq.3.3


Essa equação diz que a taxa de variação dos preços da reserva desenvolvida (dV/V) por unidade de tempo tem uma tendência a  e um desvio padrão s. Assim, no lado direito da equação, o primeiro termo (termo de expectância) reflete o que se espera da variável (ou seja, a tendência), enquanto que o segundo termo (ou termo de variância) considera o desvio que pode ocorrer em relação ao esperado. O termo dz é o incremento de Wiener, já visto. 


Se no lado direito da equação 3.3 fosse dV em vez de dV/V, seria um movimento aritmético Browniano em vez de geométrico�, e V teria distribuição normal� em vez de log-normal. No caso do valor (preço) da reserva de petróleo, para evitar que ela tenha valores negativos, é preferível usar os modelos do tipo geométrico. Note, no entanto, que se for feito a substituição v = ln V, a equação anterior (geométrica) vira uma equação aritmética Browniana, mas para o logaritmo do preço (ou seja, se garante preço não-negativo), apenas mudando o termo de tendência (“drift”), que passa a ser a - ½ s2 (ver por ex. Dixit, 1991a, pg.671), mas  com o mesmo termo de variância. Note também que  d(lnV) < dV/V (ver Dixit, 1993a, pg.7).


A tendência a , para os modelos desenvolvidos nessa tese e em inúmeras outras aplicações, não necessita ser calculada ou estimada, já que a solução depende apenas da diferença d =m - a (onde m é a taxa ajustada ao risco, que pode variar continuamente e também não necessita ser estimada). Essa diferença, chamada de taxa de conveniência (ou “convenience yield”) em alguns modelos é medida no mercado (spot e futuro) de commodities, que dá um valor agregado (médio) e em outros (como nessa tese) é estimada pelo fluxo de caixa, como um valor específico do projeto (quando pode ser interpretada como a taxa de distribuição de fluxo de caixa do projeto ou “dividend yield”). 


No MGB (eq.3.3) o valor esperado de V no instante t, dado que o valor corrente dele é V0, é: E [V (t)] = V0  ea t , onde E [.]  é o operador de valor esperado (ver Dixit, 1993a, pg.8). Ou seja, espera-se que V cresça exponencialmente à taxa a . Se a taxa de desconto ajustada ao risco é m, e se o valor de d  for considerado constante, então os ajustes em m  devido a flutuações no risco, serão acompanhados por ajustes em a . Logo a tendência flutua na presença de opções. Além disso, para se atualizar com a taxa ajustada ao risco m, um fluxo de caixa proveniente da produção Q(t) de reservas, que valem unitariamente (e em termos líquidos) atualmente V0, mas futuramente V(t), que cresce a uma taxa a :


Valor do projeto implantado = � EMBED Equation.2  ���


Þ Valor do projeto implantado = � EMBED Equation.2  ���


A equação anterior mostra que se pode usar o preço atual V0 num instante futuro t e descontar esse valor pela taxa de distribuição de dividendos d = m - a.


O fato de o movimento geométrico Browniano ser matematicamente mais simples, além de ser estatisticamente equivalente a modelos mais sofisticados como o de reversão à média, se for considerado intervalos temporais de 30 anos ou menos, faz dele o modelo estocástico mais empregado para modelar a incerteza não só em projetos, como em toda a literatura de economia e finanças. Naturalmente foi o processo estocástico selecionado para o modelo principal da tese.


Processo de Poisson (“saltos”) Combinado com um Processo de Itô


O modelo Browniano (ou outro processo de Itô, como o de reversão à média) pode ser acoplado ao chamado Processo de Poisson que prevê movimentos bruscos (saltos) na evolução dos preços com uma freqüência l�. Assim, na maior parte do tempo os preços evoluem continuamente segundo o MGB, mas eventualmente sofrem grandes variações em um curto intervalo de tempo, ou seja variações discretas em raras ocasiões. Esses saltos podem tanto ser decorrência de guerras e revoluções, como devido a ações de cartéis (exemplo: OPEP em 1974 e 1979). É o modelo menos usado na área de petróleo, talvez pela dificuldade de se estimar alguns parâmetros. Em alguns casos (como na Guerra do Golfo, em 1990), a oscilação brusca dura um intervalo muito pequeno e logo os preços retrocedem a níveis próximos aos anteriores.


Um processo simples de Poisson, não acoplado a um processo de Itô, é definido pela seguinte equação diferencial, para uma variável como o valor do projeto (V):


dV  =  a (V, t) dt  +  c (V, t) dq                                                         Eq.3.4.a


Onde o incremento aleatório dq assume ou o valor zero (na maior parte do tempo) ou o valor de um salto de amplitude u, que ocorre com probabilidade l dt. O valor de u pode ser estocástico (correlacionado ou não a V) ou determinístico, por exemplo levando o valor do projeto a zero. Uma aplicação recente de opções reais para um processo simples de Poisson é o artigo de Willner (1995) em que uma firma de engenharia biogenética faz investimentos em P&D que aumenta o valor de uma oportunidade de investimento em produção (escala comercial), não só através de um crescimento exponencial esperado, como através de eventuais saltos positivos devido a descobertas estocásticas feitas pela atividade de P&D. Nesse modelo a entrada de concorrentes também por saltos, é considerada de forma simples, dentro da mesma equação estocástica (eq13.1 do artigo), isto é, no parâmetro  c  da eq.3.4.a.


Já um processo misto, ou seja, uma variável V oscilando continuamente conforme um processo de Itô (ex.:MGB), mas com saltos de Poisson eventuais, pode ser descrito pela seguinte equação estocástica (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.86):


dV  =  a (V, t) dt  +  b(V, t) dz  +   c (V, t) dq                     Eq.3.4.b


Merton (1971, seção 8) apresenta três aplicações econômicas dos processos de Poisson, no contexto de escolha de consumo/portfolio: o primeiro para dois ativos, um deles com o risco de valer zero (falência do emissor); o segundo exemplo para os salários que podem incrementar em infrequentes saltos ao longo dos anos; e o terceiro para um indivíduo cuja idade de morte é aleatória, que pode ocorrer com um parâmetro de Poisson l. Já Sundaresan (1984), mostra uma aplicação para análise econômica agregada do setor petróleo, usando um processo misto, em que as adições de reservas se dão em saltos de Poisson (ver análise desse artigo no ítem 3.5).


Merton (1990, cap.3, especialmente ítem 3.4) faz uma abordagem matematicamente mais detalhada de processos contínuos e discretos em finanças/economia e especialmente de processos de Poisson. Outra importante contribuição a teoria dos processos de Poisson é devido a Cox & Ross (1976, especialmente nota de rodapé 1, pgs.149-150), que demonstraram que o processo contínuo de difusão pode ser visto como um caso limite do processo discreto de Poisson, além de uma análise detalhada de um processo puro de Poisson chamado de “nascimento e morte”. Um artigo recente, de Bardhan & Chao (1996), estuda o equilíbrio na economia sujeita a incertezas modeladas com um processo misto de difusão e de saltos. Eles mostram a existência de uma medida de neutralidade ao risco (ver ítem 3.3 da tese), chamada de medida equivalente de martingale, também para processos descontínuos de saltos, além de mostrar que o equilíbrio da economia existe e é único, e de analisar o caso clássico de economia com agente representativo.


Merton (1976) aborda o processo estocástico misto no contexto de precificação de opções, onde ele chega a mesma equação de Black & Scholes, com a única diferença de que a taxa de juros r é “alargada” pelo parâmetro l, isto é com r’ = r + l  no lugar de r (ver comentário à eq.17). 


Esse efeito de adição do parâmetro l a uma taxa de desconto (não só em r, como também em d ou numa taxa arbitrária r) é muito comum em diversas aplicações econômicas e financeiras, quando o salto é tal que o valor da variável estocástica vai a zero, com um parâmetro de “morte” de Poisson: (a) no valor de uma máquina que pode quebrar e virar sucata com uma frequencia l  (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.87); (b) no contexto geral da programação dinâmica  (ver Dixit & Pindyck, 1994, pgs.112-114); (c) no valor presente de um projeto, cujo valor instantâneo decai exponencialmente�, ou de forma equivalente, pode ir abruptamente a zero (ser abandonado) com uma frequencia l, que é adicionada a d   (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.200); (d) no contexto geral de equilíbrio de uma indústria competitiva, onde firmas desaparecem do mercado com um parâmetro de morte de Poisson l  (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.269); e (e) no valor de uma firma ativa nessa indústria competitiva, em que o valor presente dela é calculado usando uma taxa de desconto que inclui l para levar em consideração a possibilidade de morte de Poisson  (ver Dixit & Pindyck, 1994, pgs.278-279). 


A adição do parâmetro l (em d por exemplo) pode ser adequado em alguns projetos, tornando a regra de decisão mais conservadora ao elevar o valor do “gatilho” � que detona o investimento (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.201, eq.24), ao refletir um “lado ruim da incerteza” maior do que o modelado apenas pelo processo contínuo.


Processo  de  Reversão  à  Média


Conceitos de Reversão, Aplicações e Evidência Empírica


Esse processo embora um pouco mais complexo do ponto de vista matemático, é um modelo economicamente mais lógico para o caso da maioria das commodities, inclusive petróleo, principalmente numa ótica de longo prazo. Nesse modelo, a tendência é o preço reverter em direção à média de longo prazo. Essa média é entendida como o custo marginal médio da commodity, incluída  a remuneração ao capital de risco. No caso da commodity ser um recurso não-renovável, como é o caso do petróleo, o custo marginal total deve incluir o chamado “custo de utilização” (“user cost”), devido ao efeito da exaustão das jazidas� (ver Pindyck & Rubinfeld, 1995, pgs.545-546). Numa ótica alternativa, Laughton & Jacoby (1993, pg.228) afirmam que para o caso de um mercado de commodities cartelizado, a reversão se daria para o preço que maximiza os lucros dos cartéis numa perspectiva de longo prazo. 


A idéia é que se o preço estiver muito abaixo da média de longo prazo, várias firmas deixarão de produzir a commodity (fechamento/abandono de unidades produtivas), fazendo com que o preço suba devido à queda da oferta global do produto. O mesmo raciocínio vale, mas em sentido oposto, se os preços estiverem muito acima dessa média: a tendência será de queda de preços causada pela concorrência com a entrada de novos produtores ou pela entrada de produtos substitutos.  Assim, numa economia competitiva não há espaço nem para ganhos elevadíssimos durante muito tempo, e nem se sustenta, um período muito longo de perdas substanciais, devido às próprias forças naturais do mercado. No entanto, essa reversão é muito lenta, pelo menos para os preços do petróleo. Testes econométricos do preço do petróleo num intervalo de 30 anos (ou menos) não rejeitou a hipótese do MGB, mas quando se considerou um intervalo maior, de 117 anos, o modelo MGB foi rejeitado em favor do MRM. Por isso pode ser importante considerar esse modelo para projetos de longa duração. 


Em aplicações financeiras, como mencionado por Shinko (1992 , pg.12), esse processo estocástico também é apropriado para modelar a estrutura a termo das taxas de juros e taxas de inflação (ver também Cox & Ingersoll & Ross, 1985b, a partir da pg.390, e Vasicek, 1977). Na área econômica, além do setor petróleo, esse modelo foi usado em outras aplicações, como por exemplo na área de afretamento (“shipping”), analisado por Bjerksund & Ekern (1995).


Embora seja um processo de Markov com propriedades da distribuição log-normal, o processo de reversão ao contrário do MGB não tem incrementos independentes (ver Merton, 1971, pg.404 e Dixit & Pindyck, 1994, pg.74) e é estacionário, convergindo para funções de regime permanente  (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.91). Importantes contribuições gerais na explicação do MRM aplicado a investimentos são achados em: Dixit & Pindyck (1994, pgs.74-78; 90-91; 161-167; 403-405); Vasicek (1977); Merton (1971); Bhattacharya (1978); Bjerksund & Ekern (1995); Laughton & Jacoby (1993 e 1995); Sick (1995); e o recente e importante artigo de Metcalf  & Hassett (1995) que faz uma extensão do modelo de Dixit & Pindyck.


Na área de petróleo esses modelos vem despertando interesse crescente. Em Bergen (talvez o mais importante centro petrolífero da Noruega, país exportador de petróleo), criou-se um projeto chamado “SNF-project no 820” ("Corporate decision making and project evaluation under uncertainty in the petroleum industry") com apoio da Universidade local e de uma fundação de pesquisas, onde pode-se constatar que há alguns anos vem sendo desenvolvidas pesquisas sobre reversão à média dos preços do petróleo, inclusive com atividades de “laboratório” (ver no Anexo 1 esses documentos). 


Também um  artigo SPE� do inglês Markland (1994) da British Gas E&P, apresentado em recente evento da SPE,  apoiando-se em idéias tiradas do artigo de  Laughton & Jacoby (1993) sobre reversão à média (que modela a variância com declínio exponencial), realiza várias comparações econômicas entre reservas de longa duração versus reservas de curta duração.  Ressalta que as primeiras são prejudicadas na comparação de valor, quando se usa o MGB em vez do mais lógico MRM, e faz considerações sobre o impacto disso na sobrevivência de uma corporação que detêm um portfólio de reservas, algumas de curta e outras de longa duração. Ele menciona um outro artigo SPE, de David & Hickman (1990), que comparando os valores de mercado das reservas de longa duração (RLD) com os valores de mercado das reservas de curta duração (RCD), os autores constatam que as RLD são avaliadas pelo mercado por valores superiores aos das RCD se forem usados as mesmas taxas de desconto no método convencional de FCD, onde o efeito de desconto  penaliza demasiadamente os fluxos de caixa mais distantes. Para refletir o valor de mercado com o método do FCD, seria necessário usar uma estrutura a termo de taxas de desconto, decrescentes no tempo. Isso mostra que o processo de reversão tem coerência empírica com os preços de mercado das reservas de longa duração.


Testes econométricos feitos sugerem a reversão à média em vários casos:


(a) testes com um horizonte temporal maior, como mostrado em Pindyck & Rubinfeld (1991, cap.15, especialmente pgs.462-465), com dados dos preços do petróleo para 117 anos, rejeitam a hipótese de passeio ao acaso (M.G. Browniano) em favor da reversão à média. Os testes, no entanto, falharam em rejeitar a hipótese de MGB quando apenas 30 anos de dados foram usados, mesmo se os preços estiverem realmente revertendo à média�. A conclusão importante é que o processo de reversão é tipicamente lento, sendo difícil de ser identificada em séries temporais de curta duração (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.404); e


(b) testes com um horizonte temporal menor, numa ótica de mercado financeiro como no artigo recente de Bessembinder & Coughenour & Seguin & Smoller (1995, ver abstract e pg.365) usando dados diários de 11 mercados futuros, inclusive para contratos com petróleo, num período de 10 anos (1982-1991), encontrou indícios de reversão especialmente em commodities agrícolas e petróleo, com a interessante constatação que um típico choque de preços do petróleo reverte 44% nos subsequentes 8 meses, indicando que aumenta a tendência de reversão quando há uma variação brusca do preço se afastando da média, o que é lógico. Num horizonte temporal ainda menor, Gibson & Schwartz (1991, pg.83-85) encontrou reversão na estrutura à termo das taxas de conveniência (d ), mas não detetou reversão nos preços do petróleo, usando dados de apenas dois anos.


Pode ser importante considerar a reversão à média, mesmo num horizonte temporal curto, para aplicações envolvendo, por exemplo, preços relativos de derivados do petróleo. Em Kulatilaka (1993, especialmente pgs.277-279), analisando a flexibilidade de caldeiras que usam mais de um combustível (no caso, óleo combustível e/ou gás natural), o autor argumenta que com o alto grau de substituição entre esses dois produtos, forças competitivas tenderão a dirigir os preços relativos para um equilíbrio em que os usuários ficarão indiferentes em usar qualquer dos dois derivados, o que sugere uma reversão à média. O autor usou dados de apenas 4 anos (1984-1987) para estimar os parâmetros de cálculo. Nesse modelo, o que interessava era a incerteza (volatilidade) dos preços relativos entre derivados. Como observa o autor, a adição em larga escala de flexibilidades (aquisição de caldeiras “dual-fuel”) pela indústria, ironicamente, irá reduzir o valor da flexibilidade, já que aumenta a correlação entre esses preços�, reduzindo a incerteza nos preços relativos (ver também o ítem 3.4, sobre a redução dessa incerteza).


De uma forma geral o uso do MRM em vez do MGB aumenta ou reduz o investimento? A primeira vista, com a redução da variância, o lado “ruim da incerteza” diminui e deveria aumentar a disposição para investir. No entanto esse é um dos efeitos, mas tem de ser visto também o outro efeito, ou seja, da direção da força da tendência: Dixit (1989a, pg.634), intui que o modelo de reversão aumenta a histerese (intervalo onde não há ação entre os preços de entrada e saída de uma indústria), pois se por exemplo os preços estão altos (e acima da média) a reversão indica uma maior tendência de queda de preços,  fazendo que a firma se torne ainda mais relutante em investir. Por outro lado, se os preços estiverem baixos (e abaixo da média) as firmas ficarão ainda mais relutantes em exercer a opção de abandono, já que a probabilidade de recuperação de preços é maior. Portanto, os dois efeitos (da incerteza e da tendência) na regra de decisão causados pela adoção do modelo de reversão, podem ser opostos (e tem mais chance de serem, como intui Dixit), se a média de longo prazo trabalhar como uma tendência contra o exercício da opção (caso a média não seja alta o suficiente para deixar a opção “in the money”), como observado por Laughton & Jacoby (1995, abstract e pgs.186-187). De uma maneira mais clara isso é mostrado por Dixit & Pindyck (1994, pg.167, figura 5.14), em que o gatilho pode subir ou descer com o aumento da reversão, dependendo do efeito da tendência, especialmente do nível da média de longo prazo em relação ao gatilho. O efeito líquido depende portanto da combinação de vários parâmetros, tornando o modelo de reversão à média menos intuitivo que o MGB.


A nível de investimento agregado, de forma coerente com o exposto para a decisão da firma, o trabalho de Metcalf & Hasset (1995) mostra que existem dois efeitos contrários, cujas simulações mostram que estatisticamente eles devem se anular: (a) redução da variância dos preços o que reduz o gatilho (efeito da incerteza); e (b) redução da probabilidade que algum preço em particular esteja elevado o suficiente para detonar o investimento (efeito da tendência). Por isso esses autores concluem que a simplificação de considerar um MGB em vez da reversão é bastante razoável.


Modelos de Reversão a Média


Antes de descrever os modelos, será primeiro mostrado uma equação que generaliza os processos estocásticos de reversão à média e Browniano, sendo casos particulares importantes, os modelos analisados nessa dissertação. Essa generalização é apontada no artigo de Metcalf  & Hassett, 1995 (ver na página 1473 a eq. geral (2) e equações particulares (1) e (3)). Aqui isso é apresentado de uma forma mais esquemática na Figura 3.1, adaptando a equação do artigo, que foi feito para o preço (P) de uma mercadoria, para o valor (V) de uma reserva desenvolvida de petróleo. Observa-se na figura, para o caso de reversão, que a tendência de longo prazo dos preços é função do módulo e do sentido da diferença entre a média de longo prazo (� EMBED Equation.2  ���) e o preço atual. A velocidade de reversão é dado pelo parâmetro � EMBED Equation.2  ���. Na figura observa-se que a equação geral (a de cima) se reduz ao MGB quando a velocidade de reversão tende a zero, e se reduz a um movimento geométrico de reversão simples (sem “drift”) quando o termo de crescimento esperado (a) tende a zero. 


� EMBED PaintShopPro  ���


Figura � STYLEREF 1 \n �3�-� SEQ Figura \* ARABIC \r 1 �1� - Modelo Geométrico de Reversão à Média e Ramificações


A média de longo prazo (� EMBED Equation.2  ���) tanto pode ser constante como pode ser uma função do tempo, como no modelo geral (equação de cima da Fig.3.1). Em geral se pode pensar em termos de crescimento com o tempo no valor (� EMBED Equation.2  ���) da média de longo prazo, com um dos dois modelos: (a) crescimento linear, usando a eq.108 de Merton, 1971 (substituindo Y por V por exemplo, isto é, modelo aritmético para V), ou adaptando o modelo de Dixit & Pindyck, 1994 (na eq.26, pg.161, substituindo � EMBED Equation.2  ���= � EMBED Equation.2  ���(1 + a t)); ou (b) crescimento exponencial, usando a equação de cima da Fig.3.1 (ou eq.2 de Metcalf & Hassett, 1995). Observando a tendência a longo prazo dos preços do petróleo, mostrada na Fig.3.2 (extraída do livro do Dixit & Pindyck, 1994, fig.3.8, pg.78) pode-se traçar uma reta (ou uma suave curva exponencial) com um coeficiente angular positivo, principalmente se forem expurgados os dados dos primeiros 10 anos (período de mercado muito imperfeito, com a indústria em implantação) e se forem considerados os dados de 1990-1995, não mostrados na figura. Os preços do petróleo dessa figura são referentes a valores de 1967�.


�


Figura � STYLEREF 1 \n �3�-� SEQ Figura \* ARABIC �2� - Preços do Petróleo de 1870 a 1990 (US$/bbl de 1967)


A lógica econômica desse crescimento (linear ou exponencial) da média, é que essa reflete o crescimento nos custos marginais de exploração e produção de petróleo. O crescimento nos custos se deve: (a) ao declínio da produção das reservas em jazidas de baixo custo (terrestres), já que se observa uma participação crescente na produção mundial, de um petróleo mais caro (offshore), não totalmente compensado pela redução de custo proporcionada pelo avanço tecnológico; (b) pelo aumento do risco no setor, aumentando o prêmio exigido pelos investidores para remunerar o risco. A primeira pode ser vista como um efeito da exaustão de um bem não-renovável, que cria um custo de oportunidade (“user cost”) crescente com o tempo�. Embora a depleção não tenha sido determinante nas grandes oscilações dos últimos 20 anos, a longo prazo é o fator determinante e não pode ser ignorado (ver Pindyck & Rubinfeld, 1995, pg.545-547).


Apesar de existirem vários modelos descrevendo a evolução da variável estocástica no caso de MRM (já o MGB só se usa um modelo básico), eles mostram efeitos qualitativos semelhantes. Os modelos de MRM mais usados podem ser divididos em dois grupos. O primeiro grupo, mais usado em aplicações econômicas/produtivas, são baseados no processo de Ornstein-Uhlenbeck � (O-U), também conhecido como passeio ao acaso elástico (“elastic randon walk”, ver Vasicek, 1977, pg.185). Nesse grupo os seguintes modelos são usados: (a) Modelo Aritmético de Ornstein-Uhlenbeck; (b) Modelo Logarítmico de Ornstein-Uhlenbeck; e (c) Modelo Geométrico de Ornstein-Uhlenbeck �. O segundo grupo, muito usado em aplicações no mercado financeiro (taxas de juros, inflação), usa a família de equações do tipo descrito em Shimko (1992, pg.11). A seguir serão discutidos esses modelos de reversão à média, destacando o modelo de Dixit & Pindyck (ou Geométrico de Ornstein-Uhlenbeck).


(a) Modelo Aritmético de Ornstein-Uhlenbeck 


É um modelo de reversão simples, mas por ser aritmético é menos rigoroso no sentido de atribuir probabilidades positivas para valores negativos da variável estocástica. Sua equação está mostrada na Fig.3.1 (equação de baixo). Suas propriedades são: (a) valor esperado de V no instante t é igual a � EMBED Equation.2  ���+ (V0  - � EMBED Equation.2  ���) e - h t ; e (b) variância de V no instante t é                              (1 - e - 2h t ) s2/2h.


Observando essas propriedades, conclui-se que para t muito grande, o valor esperado converge para a média de longo prazo. A variância, como no MGB, também cresce com o tempo, mas não linearmente, inclusive convergindo para um valor limite de s2/2h, quando t é muito grande, ao contrário do que ocorre com o MGB que é ilimitado. Esse limite na variância é menor, quanto maior for a velocidade de reversão. 


Dixit & Pindyck (1994, pgs.76-77) ensinam a fazer uma regressão para que se possa estimar empiricamente os parâmetros do processo de reversão, isto é, � EMBED Equation.2  ���, s  e h.


O modelo aritmético de Ornstein-Uhlenbeck foi usado em aplicações na área de avaliação de contratos de afretamento (“shipping”) em Bjerksund & Ekern (1995), por Gibson & Schwartz (1993, 1990) para taxa de conveniência, e para taxas de juros em Vasicek (1977), sendo esse último modelo analisado de uma maneira prática por Hull (1993, pgs.390-396), que mostra não só a solução analítica, mas também uma aplicação do método trinomial para resolver o modelo de Vasicek aplicado a opções americanas. Hull (1993, pg.404) também apresenta uma extensão do modelo de Vasicek, que ele chamou de modelo de Hull & White. 


No artigo de Bjerksund & Ekern (1995, pg.209) aparece o conceito de “meia-vida”, que é o tempo (igual a (ln2)/h) no qual o valor esperado de V estará na metade do caminho entre o valor corrente V0 e a média de longo prazo. Esse conceito também aparece no contexto do modelo logaritmo em Laughton & Jacoby (1993, pg.228, eq.3) e é visto como uma medida de quantidade de reversão.


(b) Modelos Logarítmicos de Ornstein-Uhlenbeck 


Esse modelo foi usado em análise de consumo e portfolio em Merton (1971) e para projetos em Laughton & Jacoby (1993), tendo características similares ao modelo geométrico.


Merton (1971, pgs.403-411), é a primeira referência importante de reversão à média, na qual ele se referiu como “hipótese de nível de preços normal assintótico”, onde por “normal” ele entende como sendo a média de longo prazo no sentido de Alfred Marshall (ver nota de rodapé da pg.403). Usando uma transformação logarítmica (da sua eq.107, para preços, ele chega à eq.108), Merton chega a uma equação mais simples (Ornstein-Uhlenbeck Aritmético, ver rodapé da pg.404), mas para o logaritmo de uma razão de preços e não para os preços em si, por isso aqui esse modelo é referido como Ornstein-Uhlenbeck Logarítmico, que pode ser visto também como um modelo geométrico com o termo de tendência  redefinido�. Com isso ele consegue uma tratabilidade analítica para seu modelo de consumo e portfolio, sem permitir que os preços possam ter valores futuros negativos. Comparando a eq.(108) de Merton, com a equação Ornstein-Uhlenbeck Aritmética aqui mencionada na Fig.3.1, observa-se que em vez da  média de longo prazo ser constante, ela (o logarítmo da média) cresce linearmente com o tempo, ou seja, o logarítmo da média de longo prazo é uma reta  (ver a sua figura na pg.405, ou seja a média dos preços cresce exponencialmente. Ele consegue soluções analíticas para a regra de decisão. 


Merton chega a conclusões gerais (pg.406): a proporção investida em ativos de risco é maior para a hipótese de reversão à média do que no caso do MGB. Em outro modelo de reversão (pg.407) ele considera um parâmetro do MGB como estocástico usando o MRM: o termo a de tendência� (ou crescimento esperado dos preços no MGB) em vez de ser considerado constante, é modelado com um processo de reversão à média (ver eq.120), chamado de “Hipótese de De Leeuw”  que causa um efeito contrário ao de antes (agora o investidor que acredita na reversão de a vai investir menos no risco que aquele que acredita no MGB tradicional), sendo dado uma intuição do resultado na pg.411. Sob uma outra ótica, são os dois efeitos contrários mencionados anteriormente (do artigo de Metcalf & Hasset, 1995, só que eles concluíram isso usando um mesmo modelo).


No artigo de Laughton & Jacoby (1993), é analisado o efeito da reversão nos projetos usando o modelo Ornstein-Uhlenbeck logaritmo (isso se descobre mais claramente na eq. A9 do apêndice A). A variância do logaritmo do preço (eq.8, pg.228) é igual  à variância do preço mostrado para o modelo Ornstein-Uhlenbeck aritmético. Apresenta, no entanto, uma equação para a taxa de desconto ajustada ao risco no “estilo” CAPM (eq.12, pg.229), mas com o prêmio de risco sofrendo um decaimento exponencial, procurando refletir uma redução do risco com o tempo: m = r + F s  e - h t , onde F  é o preço de risco. Mas essa abordagem até o momento não obteve ressonância nos meios acadêmicos, e do ponto de vista teórico e prático é mais complicado, sem ser mais útil.


(c) Modelos de Shimko


Uma outra classe de processo de reversão à média, derivado da família de equações de Shimko (1992, pg.11), aqui reproduzida e adaptada para o caso da variável estocástica V, com a notação usada nessa tese:


� EMBED Equation.2  ��� ............................ eq.(3.5)   


Para o caso do expoente � EMBED Equation.2  ��� ser igual a ½ , tem-se o modelo usado por Cox & Ingersoll & Ross (1985b, ver a partir da pg.391), usado para modelar a estrutura a termo de taxas de juros (ver eq.17) e de inflação (ver eq.51 e para o caso da taxa de variação da inflação ser modelada com  expoente � EMBED Equation.2  ��� igual a ½ , ver equação 50). Com o mesmo modelo para taxa de juros, em aplicação financeira no mercado futuro, Ramaswamy & Sundaresan (1985, eq.8).


Para o caso do expoente g ser igual a 0, tem-se o Modelo de Ornstein-Uhlenbeck � (Aritmético). 


Para o caso do expoente  g ser igual a 1, tem-se o modelo adotado em Aiube (1995b, eq.5.2, pg.67) para o preço do petróleo, também usada por Brennan (1991, eq.5, pg.37) para analisar a estrutura a termo da taxa de conveniência, e é mencionado, mas não analisado, por Dixit & Pindyck (1994, eq.20, pg.77). A primeira referência importante desse modelo encontra-se em Bhattacharya (1978). Nesse artigo, ele modela o fluxo de caixa de um projeto como um processo estocástico de reversão à média, com o objetivo de aplicar a regra do VPL num contexto de CAPM (do modelo de Myers & Turnburll,1977). Ele calcula a taxa de desconto ajustada ao risco (ver eq.17b), que varia com o valor do fluxo de caixa, com o tempo e com outros fatores. Ele observa que o efeito de reversão à média reduz o grau de risco do projeto (reduz a taxa de retorno, ver último parágrafo, pg.1325). Em Dixit (1989a, pg.634), esse modelo é mencionado, assim como a equação diferencial resultante, mas não se obteve solução analítica�. 


(d) Modelo de Dixit & Pindyck (ou Geométrico de Ornstein-Uhlenbeck)


Esse modelo foi selecionado como o principal modelo de reversão à média, já que vem sendo adotado por artigos mais recentes, tem uma lógica intuitiva adequada, existem testes econométricos importantes disponíveis na literatura, é rigoroso em não atribuir probabilidades positivas para preços negativos (como no modelo aritmético de O-U), por ser geométrico permite uma comparação mais justa com o MGB, e consegue ter uma solução tratável, já que tem uma representação em séries, apontada no livro do Dixit & Pindyck. 


Na verdade esse modelo já tinha sido indicado antes, pelo Pindyck (1991, pgs.1131 e 1133, ver eq.23). No entanto, apesar do autor apontar equações diferenciais ordinárias tanto para F(P) quanto para V(P), não indica a solução por séries apontada no livro, mencionando apenas que essas equações podiam ser resolvidas numericamente. A descrição desse modelo e sua aplicação em projetos é apresentada em Dixit & Pindyck (1994, eq.21, pg.77, desenvolvida nas pgs.161-167; 403-405), e uma extensão mais complexa, aplicada a um modelo de investimento agregado é mostrado em Metcalf & Hasset (1995). 


A solução do modelo tem as seguintes características: (a) no caso de oportunidade perpétua (sem data de expiração), resulta em uma equação de Kummer, que felizmente tem uma solução através de uma representação em séries; (b) no caso de oportunidade finita, leva a equações diferenciais parciais que podem ser resolvidas numericamente ou possivelmente melhor através de aproximações analíticas�. A equação estocástica do modelo geométrico de Ornstein-Uhlenbeck é  (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.161):


� EMBED Equation.2  ���                                Eq.3.6


A mudança na equação diferencial após a aplicação do Lema de Itô resultante (em relação ao MGB) se dá apenas no valor de d = m - a , pois agora a tendência a  é substituída por h (� EMBED Equation.2  ���- V ), e logo a taxa de conveniência é função de V.  Essa equação para o caso geral de oportunidade finita (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.404) é deduzida no Apêndice E, e é mostrada a seguir:


� EMBED Equation.2  ���                           Eq.3.7


Os subscritos (exceto em s2) denotam derivadas parciais, e F é o valor da oportunidade (opção) de investimento. As condições de contorno são análogas aos estabelecidos no MGB (ver cap.4). No caso de oportunidade perpétua de investimento, essa não varia com o tempo, ou seja, Ft na eq.3.7 é igual a zero.


Para resolver analiticamente o problema do caso de oportunidade perpétua,  Dixit & Pindyck (1994, pg.162) considerou que as flutuações na tendência implicam em flutuações de d  de forma a m  ficar independente de V. Assim estimando d como a taxa média de distribuição de fluxo de caixa (ver cap.4), calcula-se a taxa ajustada ao risco m (com a eq.27 do livro, pg.162, que é usada para calcular a eq.31, raiz da equação característica). A solução da equação diferencial (de Kummer) é apresentada por Dixit & Pindyck (ver eqs.34 e 35), com uma função confluente hipergeométrica, que tem solução por série de potências, e é aqui demonstrada no Apêndice E, com detalhes não mostrados no livro, inclusive a convergência da série. O valor da constante de integração assim como o valor de gatilho V* é achada num processo iterativo, ao aplicar as duas condições de contorno para V = V*, obtendo-se duas equações (não-lineares) e duas incógnitas.


Uma razoável estimativa da velocidade de reversão h para o caso do preço do óleo foi obtida por Wey  (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.404-405), que usou séries de 100 anos de preços reais do óleo, resultando em h � EMBED Equation.2  ��� 0,3. Ele também fez uma simulação para o caso do óleo (com sv = 0,2) e concluiu que a importância de usar esse modelo depende da relação entre � EMBED Equation.2  ���  e D, sendo esse último o custo de desenvolvimento da jazida (preço de exercício da opção):


(a) se � EMBED Equation.2  ��� é muito maior do que D, quando V < D, o modelo de reversão dá um maior valor para a reserva não-desenvolvida (ou opção F) do que o modelo geométrico Browniano, pois espera-se que V suba de valor (efeito da tendência é forte). Wey mostra que se � EMBED Equation.2  ��� for duas vezes D, pode ocorrer uma subavaliação da reserva de cerca de 40%, se não for usado o modelo de reversão à média; e


(b) se � EMBED Equation.2  ��� tem um valor próximo de D, então o erro será pequeno em caso de ignorar o modelo de reversão à média. 


Na extensão do modelo apresentado em Metcalf & Hasset (1995), os autores tendo de usar o modelo para P (em vez de V) faz com que a equação diferencial deixe de ser homogênea e passe a ser não-homogênea (devido a um termo extra na equação), e logo, além da solução geral da parte homogênea, que é idêntica ao caso de Dixit & Pindyck, será necessário somar a solução particular, tornando mais complexa a solução. Um problema matematicamente semelhante, com uma equação diferencial não-homogênea, onde a parte homogênea também é uma equação de Kummer, etc., é encontrado no artigo de Bartolini & Dixit (1991, especialmente o apêndice, a partir da pg.846), numa aplicação de avaliação de dívidas de países do terceiro mundo, onde a capacidade de pagamento de juros é estocástica (usa o MGB). A solução particular é achada, mas é a parte mais complexa da solução.


Nessa seção foi feito um levantamento do “estado da arte” de processos estocásticos. A crescente utilização do processo de reversão à média, além da diversidade dos modelos existentes na literatura, aliado a sua maior complexidade, fez com que fosse dado um destaque maior para esse processo, analisando vários conceitos e diferentes modelos. Apesar disso, o modelo Browniano por ser mais simples e estatisticamente equivalente ao modelo de reversão no caso da maioria dos projetos de E&P de petróleo, faz com que ele seja o recomendado nessa dissertação.  





� Quando não há ações gerenciais relevantes (opções) pode se usar apenas o valor esperado (1o momento probabilístico). Na presença de decisões gerenciais, a não consideração de parâmetros da distribuição probabilística, como a variância (2o momento), leva a erros importantes.


� Ver Dixit & Pindyck (1994, pg.70): uma variável estocástica x não tem derivada dx/dt e logo não existe o valor esperado dessa derivada, entretanto existe (1/dt) vezes o valor esperado de dx.


� Devido a Kiyoshi Itô, o primeiro a estudá-lo em artigo de 1951.


� Um processo de Markov assume que toda a informação relevante do passado já está considerado no valor corrente da variável, logo as informações do passado são redundantes.


� Um processo estocástico sem tendência a(V, t) dt, é um martingale (ver Markland, 1992, pg.64). Nesse caso, a melhor previsão para um preço futuro é o preço atual, ou seja, o valor esperado da variação é zero.


� Conservadora a nível da regra de decisão (valor do gatilho superior ao real). No entanto o valor realista da oportunidade de investimento seria menor do que o calculado, o que poderia levar a firma a pagar mais pelo direito de investir em um bloco do que ele realmente valeria.


� Modelos  complexos geralmente demandam métodos numéricos de solução, que eventualmente podem levar a soluções que não são as do problema original. A intuição poderá identificar essas situações, permitindo a correção pelo uso de métodos numéricos alternativos.


� Para uma interessante derivação dessa equação como o limite de uma equação discreta, ver Merton (1973a, ver a eq.3 que, para um intervalo de tempo infinitesimal, vira a eq.6).


� Os termos “aritmético” e “geométrico” a serem usados nessa tese são num sentido análogo às duas equações da pg.9 do Shimko (1992): (a) dX (aritmético); (b) dX/X (geométrico).


� No instante t, V teria distribuição normal com média V0 + a t, e variância s2 t, onde V0 é o valor inicial (em t = 0 ), ver Dixit (1993a, pg.1).


� O valor esperado do tempo para que ocorra um salto é 1/l  (Dixit & Pindyck, 1994, pg.170)


� É uma depreciação econômica. Um exemplo semelhante é encontrado em Metcalf  & Hasset (1995, nota de rodapé 4, pg.1475).


� Desde que seja como em projetos de E&P em que se pode investir apenas uma vez (esgota a jazida). Em projetos que se pode investir nele novamente após a sua “morte”, o efeito de l pode ser o oposto  (ver Dixit & Pindyck, 1994, pg.204, comparando eq.27 com eq.24)


� Ou seja, existe um custo adicional de oportunidade pois ao se produzir e vender uma unidade hoje, torna essa unidade não-disponível para a produção e venda no futuro. Esse custo de utilização cresce com o tempo (ver Pindyck & Rubinfeld, 1995, pgs.545-546).


� Society of Petroleum Engineers.


� Apesar do teste utilizado (teste de raiz unitária de Dickey-Fuller) ser largamente usado, é limitado no sentido de permitir apenas que a hipótese de MGB seja rejeitada ou  falhe em ser rejeitada. Uma falha em rejeitar o MGB (como ocorreu para um horizonte de 30 anos) não significa que o processo seja efetivamente MGB. Ver Pindyck & Rubinfeld (pg.462) e Dixit & Pindyck (pg.404).


� Estudos realizados (ver nota de rodapé 11, pg.277, do artigo de Kulatilaka) mostram que a adoção de flexibilidades (caldeiras do tipo dual-fuel) pela indústria, tem fortemente ligado os preços de combustíveis substitutos.


� O fator de conversão (“Consumer Price Index, All Urban Consumers”) para o nível de preços de Janeiro de 1996 é de 4,625 (Fonte: Bureau of Labor Statistic Data, EUA, que pode ser acessado pela Internet, através do seguinte enderêço: http://stats.bls.gov/cgi-bin/surveymost).


� Conforme mostra Pindyck & Rubinfeld (1995, pg.547, tab.15.6), a relação entre “user cost” e o preço competitivo é bem mais significativa para petróleo e gás natural (0,4 a 0,5) do que para, por exemplo, bauxita (0,05 a 0,1), níquel (0,1 a 0,2), cobre (0,2) ou urânio (0,1 a 0,2).


� Segundo Cox & Ross (1976, pg.162) esse processo tem origens físicas no estudo de partículas em movimento Browniano na presença de uma  força elástica.


� A terminologia geométrico para processos de reversão à média e para o processo de Ornstein-Uhlenbeck é devido a Metcalf  & Hassett (1995, pg.1473, eq.2 e 3). O termo aritmético é análogo ao usado no movimento Browniano. O termo logarítmo é uma extensão dessa abordagem, adotada aqui para facilitar o entendimento dos modelos.


� Comparar com o caso mencionado no item sobre movimentos Browniano (aritmético e geométrico) e ver também nota de rodapé da pg.403 de Merton (1971).


� Nas aplicações em finanças posteriores, não se tem considerado esse parâmetro como estocástico, mas é comum se modelar como estocásticos outros parâmetros do MGB, como a taxa de conveniência d  ou até a volatilidade s.


�  O livro do Shimko  menciona que o modelo de Ornstein-Uhlenbeck é para g = 1, mas isso é um erro tipográfico. Ver por exemplo: Merton (1971, eq.108 e nota de rodapé da pg.404); Dixit & Pindyck (1994, pg.74, eq.16); Bjerksund & Ekern (1995, pg.208, eq.12.2); Sick (1995, pg.36, eq.62); e Gibson & Schwartz (1990, eq.2 e nota de rodapé 4 da pg.961; e 1993, pg.293). 


� A equação diferencial ordinária mostrada não é a equação de Kummer, devido ao termo quadrático de P. No entanto, a transformação feita no livro do Dixit & Pindyck (pg.162), que resulta em uma eq. de Kummer (que tem representação analítica em séries) pode ser viável também nesse caso, mudando apenas os parâmetros b e q.


� A sugestão do Prof. Paulo Murilo [Eng. Mecânica, PUC-RJ], de Métodos Matemáticos, de usar o método das equações integrais procurando identificar a solução assintótica, é uma linha de pesquisa com boas perspectivas, já que ao contrário do MGB, o MRM é assintótico se t (� EMBED Equation.2  ��� (para uma abordagem de parâmetros assintóticos, ver por exemplo Vasicek, 1977, pg.186).
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