As Opções  de  Solução do Modelo


Introdução aos Métodos de Solução Numéricos e Analíticos


A Eq.4.11 e suas condições de contorno (Tabela 4.2), mostradas no item 4.2.2, tem várias “opções” de soluções, o que torna confiável e vantajoso o uso do modelo, desde um ponto de vista prático, evitando que se use programas do tipo “caixa-preta”, onde o usuário tem de “confiar” nos resultados. Tendo a opção de usar um outro método, o usuário pode conferir o resultado dado pelo programa�. As opções gerais de solução são apresentadas a seguir, e nos sub-itens seguintes serão mostradas as opções de aproximação analítica, inclusive a adotada na tese:


(a) Solução Numérica


Soluções numéricas como o método das diferenças finitas não são difíceis, mas limita a utilização em larga escala numa empresa pois são computacionalmente intensivas e tem alguns outros problemas práticos. Existem dois tipos de diferenças finitas: as explícitas e as implícitas. A primeira é mais simples, muito usada em equações diferenciais parabólicas, mas tem problemas de convergência em muitos casos. A do tipo implícita é mais complicada, mas tem menos problemas numéricos, e gera um sistema de equações (o uso de uma matriz tridiagonal é típico), ver por exemplo Batista (1994), para aplicações em timing de investimentos.


Os principais problemas dos métodos numéricos são de estabilidade, de convergência e de consistência. A solução é estável quando ela não “explode” (não vai a infinito), e para evitar isso em diferenças finitas é comum se fazer transformações logarítmicas. A convergência está ligada a estabilidade, a solução converge quando na fronteira, fazendo os passos (Dx e Dy) tenderem a zero, a solução tende para as condição de contorno. Uma solução estável e convergente é dita consistente se ela é realmente uma aproximação do problema original�. Em geral esses problemas podem ser contornados com cuidados especiais, mas seu uso freqüentemente demanda a assistência quase permanente de um especialista, limitando o seu uso a nível gerencial.


Geralmente se obtém uma boa precisão com os métodos numéricos, mas também se está sujeito a erros típicos desses métodos. Os erros podem ser de truncamento, por causa do método (mas diminuindo o passo, diminui o erro); de discretização, causado pela troca de um problema contínuo por um discreto (ex.: nas c.c., em vez de infinito se põe um no grande); e de arredondamento, causado pelo computador (aumenta o erro quando se diminui o passo, que é feito com o propósito de fugir do erro de truncamento).


Para uma introdução a métodos numéricos aplicados a EDP, ver por exemplo Smith (1971); para aplicações em opções reais, ver Dixit & Pindyck (1994, pgs. 353-356) e Trigeorgis (1996, cap.10, que é dedicado a esses métodos); e para aplicações em opções financeiras, ver Hull (1993, pgs.352-362), Wilmott & Howison & Dewynne (1995, e 1993), Geske & Shastri (1985), Hull & White (1990), e Brennan & Schwartz (1978). O livro de 1993 de Wilmott & Howison & Dewynne, é um dos mais detalhados, discutindo por exemplo a questão de estabilidade e convergência (capítulo 18) e até introduz o uso de elementos finitos em finanças (Apêndice D).


Os métodos numéricos mais usados em opções financeiras são, no entanto, os métodos gradeados (“lattice” ver item 2.4.2) como o popular método binomial (criado por Cox & Ross & Rubinstein, 1979), mas também métodos trinomiais, binomial log-transformado, etc. Todos, em geral, não necessitam da formulação da equação diferencial, ao contrário do método das diferenças finitas, que usa a equação diferencial para transformá-la em uma equação de diferenças.  O método gradeado parte diretamente do processo estocástico de difusão dos preços. Os problemas e erros são semelhantes a outros métodos numéricos, como o das diferenças finitas.


(b) Solução Analítica


Relaxando a variável tempo no caso de uma opção perpétua (sem expiração dos direitos) se obtém uma solução analítica, ao cair numa conhecida equação diferencial ordinária (EDO). A solução analítica, mostrada no item 4.2.2, é composta de quatro equações (4.12 a 4.15), que podem ser computadas até com uma calculadora de bolso, determinando o valor da opção e o valor de gatilho. Como observa o livro do Dixit & Pindyck (ver a figura 12.1 do livro), V* não é muito sensível ao tempo, se faltarem mais de 2 a 3 anos para a expiração. Assim, para obter uma primeira estimativa do valor a ser ofertado numa licitação, a firma poderia até usar a solução analítica, para esses blocos.  Pode-se também usar a solução analítica para conferir os resultados do modelo da tese (que considera o tempo de expiração finito), usando um tempo de expiração grande.


(c) Solução por Aproximação Analítica


Graças a ser um modelo análogo a um modelo amplamente estudado em opções financeiras, existem várias aproximações analíticas para a EDP disponíveis na literatura, sendo que a adotada na tese, a aproximação de Barone-Adesi & Whaley (1987), é a mais popular e a mais citada na literatura, inclusive no livro do Hull (1993, ver pgs.362 e 367-369), provavelmente o livro de opções financeiras mais conhecido. Essa e outras aproximações fazem que os cálculos sejam instantâneos em um microcomputador do tipo 486 (ver Ho & Stapleton & Subrahmanyam, 1994, pg.65, nota 3), além de permitir uma interpretação mais clara do problema. Isso tudo facilita a implantação de um modelo mais sofisticado em qualquer empresa. 


Geralmente o único problema numérico que se poderia ter com essas aproximações é a equação não-linear para calcular o valor do preço de gatilho. Equações não lineares são em geral resolvidas por processo de iteração numérica�, e essas equações muitas vezes apresentam múltiplas soluções como ocorre, por exemplo, no cálculo da taxa interna de retorno de um fluxo de caixa que tem mais de uma mudança de sinal. Com múltiplas soluções, a solução que se obtém da iteração é determinada pelo valor (“chute”) inicial (ver Orvis, 1996, pg.386) e para o gatilho a solução de interesse é a menor raiz positiva. No processo iterativo pode-se usar métodos como o das aproximações sucessivas sobre ou sob relaxação, ou o método de Newton-Raphson, em que é necessário o cálculo da derivada. Esse último, quando converge (ver condições de convergência em Spiegel, 1992, pg.337), o faz mais rapidamente e com precisão (ver Orvis, 1996, pg.400) e segundo Ho & Stapleton & Subrahmanyam (1994, pg.66, nota 11), o valor do gatilho converge usualmente entre duas a 6 iterações, usando um valor inicial que eles sugerem. Se verá que a aproximação de Barone-Adesi & Whaley (1987) usa o método de Newton-Raphson e um algoritmo especial para uma aproximação do valor inicial do gatilho, e que converge usualmente em três ou menos iterações.


Aproximação Analítica Adotada: Barone-Adesi & Whaley 


Essa é a aproximação analítica selecionada para a tese, por reunir as mesmas qualidades apontadas no item 4.1.1, quando da seleção do modelo da tese (de Paddock et al). Assim essa aproximação analítica atende aos requisitos de simplicidade, confiabilidade, adequabilidade e flexibilidade, como nenhuma outra faz. Ela é fácil de programar, instantânea de calcular, possuindo um detalhado algoritmo para assegurar a convergência rápida; é a mais citada das aproximações disponíveis, ensinada em livros-texto e usadas em opções reais em timing de investimentos em E&P de petróleo (ver Bjerksund & Ekern, 1990, nota 20, pg.76); é suficientemente precisa para aplicações em opções reais; é flexível no sentido de poder ser facilmente adaptada para considerar o custo também estocástico, graças a extensão para aproximar opções cambiais (ver Fabozzi & Hauser & Yaari, 1990), além de poder aproximar também opções de abandono ou de mudança de uso (ver modelo de Myers & Majd, 1990, especialmente o apêndice), devido a analogia tanto com opções de venda (“put”) de ações que pagam dividendos, quanto com opções cambiais.


A idéia dessa aproximação analítica é calcular a diferença entre as opções do tipo americana e européia, isto é, calcular o prêmio de exercício antecipado (grau de liberdade gerencial adicional), e depois somar ao valor da opção européia, calculado analiticamente por uma versão da equação de Black & Scholes (em que existem dividendos contínuos). Observa-se que a equação diferencial das opções americanas e européias são iguais, já que a diferença entre elas é apenas nas condições de contorno, e o efeito do dividendo aparece no coeficiente� do termo de FV (ver eq.4.11). Os autores do artigo concluíram então que a diferença entre elas, isto é o prêmio, também deveria seguir a mesma equação diferencial. Essa EDP para o prêmio é desenvolvida (ver eq.11 do artigo) e a aproximação é feita desprezando um termo, que nas situações limites (muito antes da expiração e exatamente na expiração) valem realmente zero, e para situações intermediárias tem valores pequenos, podendo ser desprezada. Assim o valor da opção de compra americana vale (eq.20 do artigo, mas com a notação da tese):


F (V, t)  =   f (V, t) + A .� EMBED Equation.2  ���     ,     se  V < V*                                 Eq.4.16a


F (V, t)  =  V - D   (= VPL)             ,     se V  ( V*                                  Eq.4.16b


Onde f (V, t) é o valor da opção européia (versão com dividendos da equação de Black & Scholes), A é um coeficiente que depende do preço de gatilho, sendo iguais a:


f (V, t)  =  V . e - d t . N ( d1)  -  D . e - r t . N ( d1 - s . � EMBED Equation.2  ���)                     Eq.4.17


d1 (V, t ) =  � EMBED Equation.2  ���                                        Eq.4.18


A  =  � EMBED Equation.2  ���. { 1  -  e - d t . N [ d1 (V*)]}                                                Eq.4.19


b  =  � EMBED Equation.2  ���                                       Eq.4.20


Onde:  N  =  � EMBED Equation.2  ���   ;       M  =   � EMBED Equation.2  ���   ;       K  =  1 - e - r t          Eqs.4.21a, b, c


A Eq.4.20 é a equação da raiz positiva b da equação característica da equação diferencial aproximada do prêmio que é função do tempo de expiração (diferente do caso da eq.4.15, do item 4.2.2), e é deduzida no artigo (ver pg.306, eq.13). Já N(.) é a distribuição normal acumulada de uma variável, que é uma função diretamente disponível em planilhas como o Excel.


O cálculo do coeficiente A (Eq.4.19) depende do valor de gatilho. Esse valor é obtido através de uma equação não-linear (eq.19, pg.307, no artigo), mostrada a seguir:


V* - D  =  f (V*, t)  +   � EMBED Equation.2  ���. { 1  -  e - d t . N [ d1 (V*)]}                                Eq.4.22


Repare que o segundo termo do lado direito é o coeficiente A. Essa equação não-linear do preço de gatilho será resolvida por um processo iterativo, com um algoritmo que felizmente foi bem detalhado pelos autores (ver pgs.309-310). Nesse algoritmo é mostrado aproximação do gatilho para servir de valor inicial do processo iterativo (1o “chute” ) de forma a evitar que se obtenha uma das soluções múltiplas da equação não-linear que não tem interesse econômico. Também para a segunda iteração (2o “chute”), os autores sugerem uma equação, em que um dos parâmetros é uma derivada (inclinação), que indica que os autores estão usando o método de Newton-Raphson para a obtenção de uma rápida convergência. Essa convergência se dá em três ou menos iterações, segundo o autor. Isso também foi comprovado nas simulações que foram feitas nessa tese (ver cap.5).


A análise de sensibilidade em relação ao valor do investimento (custo unitário de desenvolvimento, D) é feito de forma direta, sem precisar recalcular o gatilho com o processo iterativo. Isso porque o valor do gatilho é proporcional ao custo de desenvolvimento. Logo se conhecendo o gatilho V*1 , para um investimento D1, se obtém diretamente o gatilho V*2 para o investimento D2, através da simples equação (ver nota 8, pg.309 do artigo):


V*2  = � EMBED Equation.2  ���. D2                                                                                         Eq.4.23


Outras Aproximações Analíticas


A primeira referência importante é o artigo clássico de Geske & Johnson (1984), que apesar de ter sido desenvolvido para opções americanas de venda (“put”), serviu de base para inúmeras extensões para aproximar opções americanas de compra (“call”) e opções cambiais, dentre outras, tornando de interesse para a tese. Apesar do título do artigo sugerir uma fórmula analítica, na prática o método só pode ser aplicado como uma aproximação analítica. A idéia é que, como a cada instante existe uma probabilidade positiva de exercício antecipado da opção, esta situação é modelada como uma seqüência infinita de opções sobre opções, isto é, opções compostas. Na prática, em vez de uma série infinita os autores propõe uma aproximação considerando que ela só pode ser exercida em poucos pontos discretos (opção pseudo-americana), usando então esses pontos para extrapolar o preço da opção que pode ser exercida em qualquer data. Usando somente três pontos de exercício (um deles a expiração, que é a opção européia), considerando inclusive que o exercício é condicional a não ter sido feito antes, eles chegam a uma equação (ver pg.1514 e extensão na pg.1518), onde se observa o grande problema do método: o uso de distribuições normais conjunta de mais de uma variável (multivariavel, ou multinomial), no exemplo de uma, duas, e três variáveis, que requerem integrações numéricas intensivas (exceto para a de uma variável, que já vem embutidas como função na maioria das planilhas eletrônicas disponíveis). Por isso, artigos posteriores reportaram problemas típicos de métodos numéricos, como o tempo de computação não ser significativamente menor que métodos numéricos tradicionais e até problemas de convergência (ver Omberg, 1987).


A aproximação de Ho & Stapleton & Subrahmanyam (1994) usa as idéias de Geske & Johnson, mas de forma mais simplificada e computacionalmente mais eficiente. Eles aproximam opções americanas (de compra e de venda) usando apenas os valores da opção européia (que tem equação analítica no estilo Black & Scholes) e de uma opção que pode ser exercida em apenas dois pontos (tanto na expiração T, como no meio do intervalo de tempo entre hoje e a expiração T/2). Embora não use a distribuição conjunta de três variáveis, eles usam a distribuição normal conjunta de duas variáveis, o que requer integrações numéricas (embora bem menos do que no caso anterior), já que mesmo as planilhas mais sofisticadas como o Excel 7.0, ainda não possuem essa função pronta para o uso. Esse parece ser o único inconveniente do modelo�, que no entanto requer cerca de 1/60 do tempo de computação do modelo de três pontos de Geske & Johnson, sendo quase tão rápida quanto a do Barone-Adesi & Whaley, que leva 1/100, mas os autores argumentam que ambas são instantâneas num microcomputador 486-66 Mz (ver pg.65, notas 3 e 4). Eles clamam apenas duas vantagens em relação a aproximação de Barone-Adesi & Whaley: (a) o método deles não é específico para o processo estocástico (MGB); e (b) o método parece ser mais preciso para o caso de opções significativamente fora do dinheiro (“out-of-money”) onde o prêmio pela espera é maior. Essa aproximação é chamada por eles de aproximação exponencial.


Uma outra aproximação analítica derivada das idéias de Geske & Johnson é a aproximação para opções cambiais americanas de Carr (1995). Essa opção dá o direito de trocar um ativo de risco por outro ativo de risco. Embora com duas variáveis estocásticas, graças a homogeneidade da equação diferencial, o que interessa é a razão entre elas (entre as duas divisas, isto é, a taxa de cambio) se reduzindo a uma única variável estocástica (a razão) e um parâmetro de incerteza total (ver item 3.4.1, para uma análise análoga e detalhada). O autor justifica o uso do método de Geske & Johnson (que ele chama de aproximação polinomial da fórmula exata) por ser mais eficiente computacionalmente que os métodos de diferenças finitas e binomial, além de ser diferenciável, o que proporciona análise de sensibilidade e comparativa (“comparative statics”). No entanto tem o mesmo problema de necessitar de estimativas de distribuições normais conjuntas multivariáveis (pelo menos a de três variáveis). Mostra como casos particulares de sua abordagem, a estimativa de opções americanas de compra e venda, além de aplicações em opções reais.


Um modelo bem diferente dos anteriores, que embora recente pode ser promissor, é a aproximação de Balakrishna (1996). Embora desenvolva o seu artigo em cima de uma opção de venda, depois usa o argumento da dualidade para estender para a opção de compra. Ele usa a idéia de Barone-Adesi & Whaley ao calcular a diferença entre as opções do tipo americana e européia, isto é, a idéia é calcular o prêmio de exercício antecipado (grau de liberdade gerencial adicional), e depois somar ao valor da opção européia, calculado analiticamente. A diferença é que em vez de usar uma equação diferencial para o prêmio, Balakrishna usa uma representação integral, integrando esse prêmio do instante t até a expiração T, e o integrando é uma versão da solução de Black & Scholes (ver comentário a eq.12 e ver eq.19), mas o argumento da função de distribuição normal é uma equação (ver eq.11) que depende do valor de gatilho. Para calcular a integral é preciso obter os valores de gatilho para todo t. Para obter os gatilhos, a integral é trabalhada usando a condição de ótimo, isto é, a condição de suavidade é usada na representação integral e uma nova equação integral é achada (eqs.13 e 20 para os casos sem e com dividendos), que não é resolvida (muito complicada) e sim aproximada, a partir de considerações de limite, isto é, de valores assintóticos, já que o gatilho tem valores exatos para a data de expiração e para quando falta muito tempo (infinito) para a expiração. Adicionalmente é feito o valor do ativo tender para o valor do gatilho, e assim é obtida uma aproximação para o valor do gatilho (eqs.17 e 21, para a “put” sem e com dividendos), que é uma equação não-linear, que deve ser resolvida por um processo iterativo. 


Deve ser lembrado que Barone-Adesi & Whaley também acham o gatilho com processo iterativo para uma equação não-linear, e com uma equação mais simples, além do que só precisa calcular para um tempo de expiração, enquanto que Balakrishna precisa de todo o perfil de gatilho versus tempo de expiração, a fim de calcular o valor da opção no instante t por integração numérica simples. Ele  clama a existência de algumas vantagens, dizendo que a sua aproximação não é apenas razoável, mas de excelente precisão, mostrando comparações com outros métodos. Além disso, ele afirma que seu método é facilmente estendido para considerar complexidades adicionais como dependências do tempo para parâmetros como r, d , e s. Uma idéia interessante, não mencionada pelo autor, é usar essas idéias para um processo estocástico alternativo de reversão a média, aproveitando-se das características assintóticas desse processo (ver item 3.2.4).


Uma das formalizações mais interessantes do artigo de Balakrishna é relacionado a simetria das opções de compra e de venda, isto é, o conceito de dualidade entre a “call” e a “put”. A chamada  paridade “call-put” é bem conhecida, mas só vale para opções européias, pois para as americanas só se obtém inequações. No entanto o conceito de dualidade se aplica tanto a opções européias como americanas. Denotando p e c, as opções européias de venda e de compra, respectivamente, e as opções americanas com letras maiúsculas (P e C), além da notação até aqui usada, se estabelece a dualidade para opções européias:


p (V, t, r, d ) = � EMBED Equation.2  ���                                                              Eq.4.24


Essa relação é dual no sentido que vale mesmo se permutar p por c. Note que os papéis de r e d  são invertidos entre o lado esquerdo e direito da equação. Isso tem uma interpretação direta em opções cambiais, onde d  é a taxa de juros da divisa estrangeira. Para as opções americanas a mesma relação é válida, sendo que o gatilho para a opção de compra (V*) e o gatilho para a opção de venda (V**) devem satisfazer a seguinte equação:


V*(t, r, d ) . V**(t, d, r) = D2                                                                         Eq.4.25


Onde novamente existe a inversão entre r e d. Assim é possível calcular os valores de opções americanas de venda com uma planilha projetada para calcular opções de compra (como a planilha da tese), só notando que devem ser feitas mudanças nos parâmetros das opções conforme mostra as duas equações anteriores.


Existem outras aproximação analíticas para opções americanas, como por exemplo a que usa redes neurais (ou redes neuronais, um ramo da inteligência artificial, ver item 2.3.2.3), como em Kelly (1994). Mas todas essas aproximações analíticas recentes tem ainda que passar pelo teste do tempo (crivo da crítica, aplicações, etc.) para se tornar mais confiável. No entanto, essa diversificação permite que se tenha mais alternativas, que podem vir a ser úteis até para aproximar modelos mais complexos. 


Existem também aproximações analíticas para modelos mais específicos de opções reais, como a aproximação analítica do modelo de histerese, em Dixit (1991c), onde o enfoque do autor é de teoria econômica, ao mostrar, com ajuda dessa aproximação, que custos de mudança de status (firma ativa para inativa, ou vice-versa, por exemplo) mesmo de quarta ordem, gera inércia (firma fica como está, seja ativa ou inativa) de primeira ordem. 


Deve-se ficar atento ao desenvolvimento de novas técnicas de aproximação analítica, já que esta é a melhor alternativa do ponto de vista prático, para o uso em grande escala numa empresa.





�



� Isso pode ser feito, no caso do modelo da tese, via Internet, através do site “Robert’s Option Pricer”, que usa o método binomial. Ver site anexo a essa tese, na página “Financial and Economics Links”.


� Esse é o problema maior de modelos muito complicados, quando não se tem uma intuição da solução, pois a resposta pode ser de outro problema e não do problema que se pensa que está sendo resolvido. Sem intuição é muito difícil saber.


� Uma alternativa é o método gráfico. Dixit & Pindyck (1994, especialmente pg.220, nota 3) sugerem a resolução de um sistema de equações não-lineares por um método gráfico usando a função G (P), que também aparece em Dixit (1989a). O autor da tese testou e encontrou a solução com 4 ou menos iterações gráficas, com erro menor que 0,1%. Para uma só equação, nem precisa iteração, basta plotar e observar no gráfico (ver Orvis, 1996, pg.387).


� Esse coeficiente é chamado de custo de carregamento (“cost of carry”), que para a opção com dividendos é igual a (r - d ), ver eq.4.11, e para a sem dividendos é somente r, caindo na eq. de Black & Scholes.


� Segundo Barone-Adesi & Whaley (1988, pg.12, nota 9) caso o último parâmetro da distribuição bivariável (em geral a raiz de uma razão de tempos) for pequena (como é usual), pode-se aproximar a distribuição bivariável com o produto de duas distribuições normais comuns (de uma variável). No caso de Ho et al, esse valor é raiz de ½ , e se pode investigar a precisão dessa aproximação.








